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Resumen

Este articulo retoma una serie de conferencias impartidas en la Universidad de
verano para profesores de mateméticas que tuvo lugar en La Rochelle
(Francia) en julio de 1.998. Propone una presentacién lineal de los conceptos
clave del enfoque antropolégico de la ensefianza de las matematicas. Su
principal objetivo es permitir, a todos los que practican la didéactica, que
profundicen su conocimiento de las modalidades basicas en este enfoque.

1. LA NOCION DE ORGANIZACION PRAXEOLOGICA
1.1. ¢Por quélaantropologia?

L a etiqueta de enfoque o teoria antropol 6gica parece proclamar una exclusividad -los
demés enfoques, existentes o posibles, no merecerian este calificativo...- de la que hay que
decir enseguida gue no es mas que un efecto del lenguaje. No hay ningunarazén para que la
organizacioén del saber que aparecera en los desarrollos que siguen reciba el monopolio dela
referencialegitimaal campo de laantropologia, incluso si parece ser, hoy en dia, laUnicaque
sedesigna asi.

En lo esencial, hablaré pues aqui de la teoria antropol 6gica de lo didactico -la TAD-
como, en cualquier pueblo, se os presentara el Luis, el Carlos, el Francisco, etc., jsin que la
exclusividad del nombre esté garantizadal Ademés, el hecho de llamarse Luis, Carlos, o
Francisco no dice gran cosa de la personaque llevatal nombre. Es ahi quizadonde setermina
la comparacion anterior. Pues, por supuesto, hay razones para llamar antropolégica a la
teorizacion cuyos elementos serén explicados a continuacién. De hecho, el empleo de este
adjetivo quiere decir algo, y algo de lo que més vale estar prevenidos para evitar ir de
incomprensiones a malentendidos.

El punto crucial al respecto, del que se descubriran poco a poco las implicaciones, es
que la TAD sitla la actividad matematica, y en consecuencia la actividad del estudio en
matematicas, en el conjunto de actividades humanasy de instituciones sociales. Ahorabien
esta postura epistemol 4gi ca conduce a cual quiera que se sometaaellaaatravesar en todos|os
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sentidos -e incluso a ignorar- muchas fronteras institucionales en cuyo interior debe sin
embargo mantenerse, porgque, normalmente, se respeta el reparto del mundo social que las
instituciones establecidas, y la cultura corriente que difunde los mensajes hasta la saciedad,
dan por sentado, el reparto que nos presentan como casi natural, y afin de cuentas obligado.

Seguin estavulgatadelo “ culturalmente correcto”, hablar validamente de didécticade
las matematicas, por ejemplo, supone hablar de algunos objetos distintivos -las matematicas,
primero, y después, solidariamente, los alumnos, los profesores, los manuales, etc.-,
excluyendo casi todos los demas objetos, y en particular de todos aquellos que creemos
demasiado rapidamente como no pertinentes cientificamente porque aparecen culturalmente
alejados de | os obj etos consi derados como embleméticos de | as cuestiones de didécticade las
mateméticas.

El postulado de base de la TAD es contrario a esta vision particularista del mundo
social: se admite en efecto que toda actividad humana regularmente realizada puede
describirse con un modelo Unico, que se resume aqui con la palabra de praxeologia. Antes
incluso de examinar 1o que se denomina asi, se debe sefialar que se parte pues de una
hipotesis que no especifica de ninguna manera la actividad matematica entre las actividades
humanas: las mateméticas deberan ver reconocidas su especificidad de otra manera.

1.2. Lanocion dela praxeologia
Tipos detareas.

En laraiz de la nocion de praxeologia, se encuentran las nociones solidarias de tarea
t, y de tipo de tareas, T. Cuando unatareat forma parte de un tipo de tareas T, se escribira
tT T. En la mayoria de casos, una tarea (y € tipo de tareas asociado) se expresa por un
verbo: limpiar la habitacion, desarrollar laexpresion literal dada, dividir un entero entre otro,
saludar a un vecino, leer un manual de empleo, subir unaescalera, integrar lafuncion x O x
Inxentrex =1y x =2, etc. Tres puntos deben ser subrayados inmediatamente.

En primer lugar, la nocién de tarea empleada aqui es evidentemente mas amplia que
ladel lenguaje corriente: rascarse lamejilla, ir del sofaal armario, eincluso sonreir aaguien,
son también tareas. Se trata de una puesta en préactica particularmente simple del “principio
antropol 6gico” evocado anteriormente.

A continuacion, la nocion de tarea o, mejor, de tipo de tareas, supone un objeto
relativamente preciso. Subir una escalera es un tipo de tarea, pero subir, simplemente, no lo
es. De la misma manera, calcular el valor de una funcién en un punto es un tipo de tareas,
pero calcular, simplemente, es lo que se llamar4 un género de tareas, que pide un
determinativo.

Concretamente, un género de tareas no existe mas que bgjo la forma de diferentes tipos de
tareas, cuyo contenido esta estrechamente especificado. Calcular... es, se ha dicho, un género
de tareas; pero calcular €l valor (exacto) de una expresion numérica conteniendo un radical
es un tipo de tareas, lo mismo que calcular €l valor de una expresion conteniendo la letra x
cuando se da a x un valor determinado. Durante los afios de colegio, €l género calcular... se
enriquece de nuevos tipos tareas; ocurrira lo mismo en € ingtituto, donde e alumno va en
primer lugar a aprender a calcular con vectores, después, mas tarde, a calcular una integral o
una primitiva, etc. Y se repetird lo mismo, por supuesto, con los géneros Demostrar ...,
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Construir ..., o también Expresar ... enfuncionde...

Por dltimo, tareas, tipos de tareas, géneros de tareas no son datos de la natural eza, son
“artefactos’, “obras’, construccionesinstitucionales, cuyareconstruccion en tal institucion, y
por ejemplo en tal clase, es un problema completo, que es el objeto mismo de la didactica.

Técnicas

A pesar de lo indicado previamente, no se considerard en primer lugar, en esta
primera parte, mas que la estatica de las praxeologias, ignorando pues, provisionalmente, la
cuestion de su dinamica, y en particular de su génesis. Seapues T un tipo detareas dado. Una
praxeologiarelativaa T requiere (en principio) una manera derealizar lastareast1 T: auna
determinada manera de hacer, 6, sele daaqui el nombre de técnica (del griego tekhné, saber
hacer). Una praxeologiarelativa al tipo de tareas T contiene pues, en principio, unatécnicad
relativaaT. Contiene asi un “bloque” designado por [T/6], que se denomina blogue practico-
técnico y que se identificard genéricamente con o que cominmente se denomina un saber -
hacer: un determinado tipo detareas, T y una determinada manera, 6, derealizar lastareas de
este tipo. Una vez mas deben hacerse aqui tres precisiones.

En primer lugar, una técnica 6 -una“manera de hacer”- no tiene éxito méas que sobre
una parte P(0) de las tareas del tipo T alacual esrelativa, parte que se denominaalcance de
latécnica: latécnicatiende afracasar sobre T\ P(6) de manera que se puede decir que “no se
sabe, en general, redlizar lastareas del tipo T .

La cosa es obvia, pero muy a menudo olvidada, en mateméticas. Asi toda técnica de calculo
sobre N fracasa a partir de cierta extension de los nimeros. Del mismo modo, el hecho de que
no se pueda en general factorizar un entero dado esta claramente en la base de agunas
técnicas de criptografia.

En esta vision, una técnica puede ser superior a otra, si no sobre toda T, a menos
sobre alguna parte de ella: tema a que volveremos a propésito de la evaluacion de las
praxeol ogias.

A continuacién, observemos que una técnica 6 no es necesariamente de naturaleza
algoritmica o casi algoritmica: no es asi mas que en casos poco frecuentes. Axiomatizar tal
ambito de las mateméticas, pintar un paisaje, fundar una familia son tipos de tareas para las
cuales no existe forzosamente unatécnica agoritmica... Pero es verdad que parece existir una
tendencia bastante general alaalgoritmizacion -aun cuando este proceso de progreso técnico
parezca a veces detenerse por largo tiempo, en una determinadainstitucién, a propdésito de tal
o cual tipo de tareas o de tal o cual complejo detipo detareas.

Por fin, en unainstitucion | dada, y a propésito de un tipo de tareas T dado, existe en
general una sola técnica, 0 a menos un pequefio nimero de técnicas institucional mente
reconocidas, con la exclusién de técnicas alternativas posibles -que pueden existir
efectivamente pero en otrasinstituciones. Dicha exclusién es correlativa, entre los actores de
|, de una ilusion de “naturalidad” de las técnicas institucionales en | -hacerlo asi, es
natural...-, por contraste con el conjunto de técnicas alternativas posibles, que los sujetos de |
ignoran, o, si se les confronta a ellas, las miran espontaneamente como artificiales, y (por
ello) “contestables’, “inaceptables’, etc. En esta vision, se observa frecuentemente, entre 10s
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sujetos de |, verdaderas pasiones institucionales para las técnicas naturalizadas en la
institucion.

Asi, se puede determinar € signo de un binomio ax+b escribiendo esta expresion como a[x — (— g)], lo que
permite concluir mediante un pequefio razonamiento: 2 — 3x = —3(x—§) es negativo s X > % positivo para

X <§ ; 5X+3 = 5[X — (-0,6)] es positivo para x > —0,6, negativo parax < -0,6 ; etc. Pero esta manera de hacer,

practicamente desconocida en la ensefianza secundaria francesa actual, recibiria sin duda una oleada de
criticas.

Tecnologias

Se entiende por tecnologia, y se indica generalmente por g, un discurso racional -€l
logos- sobre la técnica -la tekhné 6, discurso cuyo primer objetivo es justificar
“racionalmente” la técnica 6, para asegurarse de que permite realizar las tareas del tipo T, es
decir, realizar lo que se pretende. El estilo de racionalidad puesto en juego varia por supuesto
en el espacio institucional y, en unainstitucion dada, a filo de la historia de esta institucion,
de maneraque unaracionalidad institucional mente dada podra aparecer... como poco racional
en otrainstitucion. De nuevo tres observaciones completaran esta presentaci on.

Se admitird en primer lugar como un hecho de observacion que, en unainstitucion I,
cualquieraque sea €l tipo de tareas T, latécnica 6 relativaa T estd siempre acompariada de al
menos un embrién o mas frecuentemente alin, de un vestigio de tecnologia g. En numerosos
casos, incluso, algunos elementos tecnol 6gicos estén integrados en |a técnica.

Asi ocurre tradicionalmente en la aritmética elemental, en la que e mismo pequefio discurso
tiene una doble funcion, técnica y tecnologica, que permite a la vez encontrar € resultado
pedido (funcién técnica) y justificar que es correcto e resultado esperado (funcién
tecnoldgica), como cuando se dice: “Si 8 caramelos cuestan 10 Francos, 24 caramelos, 0 sea, 3
veces 8 caramel os, costardn 3 veces mas, es decir, 3 veces 10 Francos’

Por otra parte, el hecho de que existaen | unatécnicacandénica, en principio la nica
reconociday la Unica empleada, confiere a esta técnica una virtud “autotecnol égica’: actuar
de esta manera no exige justificacion, porque es la buena manera de actuar (en |).

Cabe sefialar después que una segunda funcion de la tecnologia es la de explicar, de
hacer inteligible, de aclarar latécnica. Si laprimerafuncion -justificar latécnica- consiste en
asegurar que latécnicadalo pretendido, esta segunda funcion consiste en exponer por qué es
correcta. Se observard que estas dos funciones son desigualmente asumidas por una
tecnologia dada. Desde este punto de vista, en mateméticas, la funcion de justificacion
predomina tradicionalmente, por medio de la exigencia demostrativa, sobre la funcién de
explicacion.

Se sabe que una ecuacion ax’ + bx + ¢ = 0 (con a * 0) tiene una raiz doble cuando b?— 4ac = 0, no tiene
raices (en R) si b® — 4ac < 0, etc. Se puede explicar est resultado con la ayuda de la tecnologia de los
ndmer os complejos. Sean en efecto 2y Z las raices complejas de la ecuacion. Setiene:

(z—2)% = (z+ 2)*— 4zz = (bla)’— 4(c/a) = (b*— 4ac)/a’.
Seveasi queb’~4ac=0s ysdlosi z=Z; ques b>—4ac < 0, entonces zy Z no puede ser reales, etc.
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Por ultimo, una tercera funcion corresponde a un empleo més actual del término de
tecnologia: 1a funcidn de produccion de técnicas. Notemos aqui que siempre hay tecnologias
potenciales, alaesperade técnicas, que no son alin tecnol ogias de algunatécnica o quelo son
de muy pocas técnicas. A este respecto se sefial ara este fendmeno de sub-explotacion de las
tecnologias disponibles, tanto desde el punto de vista de la explicacion como de la
produccion.

Es asi como la tecnologia de los nimeros fraccionarios (cocientes de enteros) permite generar
una técnica que clasifica lo visto anteriormente a proposito de los precios de los caramelos y
que concreta el esquema discursivo siguiente: “Si a cosas valen b francos, entonces x cosas, es
decir x/a veces a cosas, valdran x/a veces mas, es decir, x/a veces b francos.” Asl sedird “11
caramelos cuestan 11/8 veces mas (que 8 caramelos), es decir, 11/8 veces 10 francos (= 13,75
francos)”; y, por una extension atrevida del sentido de la expresion: “3 caramelos cuestan 3/8
veces mas (que 8 caramelos), es decir 3/8 veces 10 francos (=3,75 francos). (Se indicara que
es. 3/8 10 francos = 11/8 10 francos - 8/8" 10 francos = 13,75 francos - 10 francos =
3,75 francos). Més correctamente, se dira simplemente que “X cosas, es x/a veces a cosas’, €ic.

Teorias

A su vez, €l discurso tecnoldgico contiene afirmaciones, mas 0 menos explicitas, de
las que se puede pedir razén. Se pasa entonces a un nivel superior de justificacién-
explicacion-produccién, el de lateoria, Q, que retoma, en relacion a la tecnologia, el papel
gue ésta Ultimatiene respecto alatécnica.

Por supuesto, se puede imaginar que esta regresién justificativa se persiga hasta € infinito
-que exista una teoria de la teoria, etc. De hecho, la descripcion en tres niveles presentada aqui
(técnicaltecnologialteoria) es suficiente en general para darse cuenta de la actividad que se
quiere andizar. Lateoria, tierra de eleccién de perogrulladas, tautologias y otras evidencias, es
incluso a menudo evanescente: la judtificacion de una tecnologia dada es, en muchas las
ingtituciones, tratada por ssimple reenvio a otra institucion, real o supuesta, censada como
poseedora de una tal justificacion. Este es e sentido clésico: “Se demuestra en mateméticas...”
del profesor de fisica, 0 aln del “Se ha visto en geometria ...” del profesor de mateméticas de
antario.

En todo ambito, la naturaleza de la teoria puede fluctuar, y de hecho fluctia
histéricamente. Como ocurre en materia técnica o tecnol gica, hay agui un progreso tedrico
que conduce en general a sustituir las evidencias “metafisicas’ por enunciados tedricos
positivos.

Sea asi € principio de recurrenciaz Pi NUOT PU"n(nT Pb n+11 P)b P=N. Paa
judtificar este ingrediente tecnoldgico principal de las demostraciones por recurrencia, se
puede, entre otras cosas, referirse, como hace Henri Poincaré, a“la potencia del espiritu que se
sabe capaz de concebir la repeticién indefinida de un mismo acto desde que este acto es una
vez posible” (Poincaré 1902), o bien admitir como un axioma que toda parte no vacia de N
tiene un primer elemento, y mostrar entonces que de ahi se desprende € principio de
recurrencia.

En griego, thebria hatomado a partir de Platon el sentido moderno de “ especul acion
abstracta’. Pero, en el origen, significaba simplemente la idea de contemplacién de un
espectéculo -el thedros era el espectador que miraba la accion sin participar. De hecho, los
enunciados tedricos aparecen frecuentemente como “abstractos’, apartados de las
preocupaciones de los “simples’ tecndlogos y técnicos. Este efecto de abstraccion es
correlativo alo quefundalagran generatividad de | os enunciados tedricos -su capacidad para
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justificar, para explicar, para producir.

El hecho de que, en R, la serie de término general 1/n tienda a O es un resultado tecnol 6gico
muy “concreto”. Su justificacion tedrica contempla € axioma de Eudoxo-Arquimedes,
considerado ordinariamente como demasiado abstracto: si A y e son dos reales estrictamente
positivos, entonces existe un entero n tal que n e > A. jPero estas dos afirmaciones son
mateméti camente equival entes!

Saber-hacer y saberes

Alrededor de un tipo de tareas, T, se encuentra asi, en principio, unatripleta formada
por una técnica (al menos), 6, por una tecnologia de 6, g, y por unateoriade g, Q. El total,
indicado por [T/6/g/Q], constituye una praxeologia puntual, donde este dltimo calificativo
significa que se trata de una praxeologia relativa a un unico tipo de tareas, T. Una ta
praxeologia -u organizacion praxeoldgica- esta pues constituida por un bloque practico-
técnico, [T/6], y por un bloque tecnol 6gico-tedrico, [o/Q].

El bloque [¢/Q] se identifica habitualmente como un saber, mientras que el blogue
[T/8] constituye un saber-hacer. Por metonimia se designa corrientemente como “saber” la
praxeologia [T/6/g/Q] completa, o incluso cualquier parte de ella. Pero esta manera de hablar
estimula una minoracion del saber-hacer, sobre todo en la produccién y difusiéon de las
praxeologias: asi, como ya hemos sefialado, encontramos a menudo tecnologias que “ esperan
su primer empleo”, o que han “perdido su empleo”.

Este predominio del saber no es nunca fortuito. De hecho, se encuentra raramente en
las praxeologias puntuales. Generalmente, en una institucion dada, |, una teoria Q responde
de varias tecnologias g;, cada una de las cuales a su vez justificay hace inteligibles varias
técnicas, G;;, correspondientes a otros tantostipos de tareas, T;. L as organizaciones puntual es
van asi a combinarse, en primer lugar, en organizaciones locales, [Ti/6i/q/Q], centradas sobre
unatecnologia g determinada, y después en organizaciones regionales, [T;/6;/q/Q], formadas
alrededor de una teoria Q. (Més alla, se denominard organizacion global e complejo
praxeol 6gico obtenido, [Tij/Gij/gjk/Q], en una institucion dada, por la agregacion de varias
organizaciones regionales correspondientes a varias teorias Q). Ahora bien, el paso de una
praxeologia puntual [T/6/g/Q] aunapraxeologialocal [Ti/6i/a/Q] pone en marchalatecnologia
g, de la misma manera que €l paso ulterior a una praxeologia regional [T;j/6;/qi/Q] llevara al
primer plano lateoria, Q. En los dos casos, la visibilidad del bloque del saber aumenta, en
detrimento del saber-hacer. Este desequilibrio tiene, sin duda, una justificacién: pues si es
verdad que, en lamayoria de los casos, €l tipo de tarea precede genéticamente el blogque [o/Q]
(que aparece entonces como medio de producir y dejustificar unatécnicad apropiadaaT), no
es menos cierto, que, estructuralmente, e saber [¢/Q] permite generar 6 (para T dado). Por
esta razdn, se suele presentar clasicamente, en el texto del saber, a saber-hacer [T/6] como
unasimple aplicacion del “saber” [o/qQ].

En la enseflanza de las mateméticas, un tema de estudio, (“Pitégoras’, “Tdes’, etc.), se
identifica a menudo con una tecnologia q determinada (teorema de Pitégoras, teorema de
Tales) o, més bien, implicitamente, con € bloque de saber [g/Q] correspondiente, dado que
esta tecnologia permite producir y justificar, a titulo de aplicaciones, técnicas relativas a
distintos tipos de tareas. Se sefidard, sin embargo, que otros temas de estudio
(“Factorizacion”, “Desarrollo”, “Resolucion de ecuaciones’, €tc.) se expresan, muy
clésicamente, en términos de tipos de tareas.
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Una organizacion praxeol égica, incluso puntual, no resulta en general completamente
conforme a los canones evocados anteriormente. El tipo de tareas alrededor del cual se
construye puede permanecer mal identificado, revelandose la técnica asociada como algo casi
impracticable. La tecnologia podra a veces reducirse a una pura peticiéon de principios, y la
teoria ser perfectamente sibilina. La nocion de praxeologia aparece asi como una nocion
genérica cuyo estudio conviene profundizar -sobre todo mediante el estudio empirico y el
andlisis de los datos de observacién recogidos.

1.3. Lascuestiones a estudiar
Lorutinarioy lo problematico

Se puede imaginar un mundo institucional en el que las actividades humanas
estuviesen regidas por praxeologias bien adaptadas que permitiesen realizar todas las tareas
deseadas de una manera alavez eficaz, segura e inteligible. Pero tal mundo no existe: como
se ha sugerido, las instituciones son recorridas por toda una dinamica praxeol dgica, que tan
s6lo examinaremos aqui brevemente.

Las praxeologias, de hecho, envejecen: sus componentes tedricos y tecnoldgicos
pierden crédito y llegan a ser opacos, al tiempo que emergen nuevas tecnologias que, por
contraste, ponen bajo sospecha, por arcaicas, |as técnicas establecidas.

Hasta mediados del siglo XIX, la aritmética escolar contenia, bajo € nombre de Teoria de
razones y proporciones, una praxeologia matematica local que permitia tratar eficazmente los
problemas de proporcionalidad directa o inversa: s 8 caramelos cuestan 10 francos, y S se
quiere conocer € precio, X francos, de 3 caramelos, se dirdque “x esa 3 como 10 esa 8", lo
que se traduce por la proporcién indicada clésicamente por x:3::10:8, en la que se sabe que €
producto de los extremos, 8 x X esigua a producto de los medios, 10 x 3, igualdad que nos da
asimismo x = 10 x 3/8. La reforma de “las matemdticas modernas’ arededor de 1970,
expulsd, por obsoletos, numerosos elementos tedricos y tecnolégicos de las mateméticas
“clasicas’, como la teoria de las razones y proporciones, pero sin diminar a mismo tiempo las
técnicas elementales que, de hecho, no fueron inmediatamente reemplazadas, o no lo fueron
més que por unas praxeologias més complegjas, poco viables en los primeros cursos de la
ensefianza secundaria. Desde que se dispone de la nocién de funcién, y més particularmente
de la nocion de funcién lineal, asi como de las notaciones funcionales usuaes, se puede
retomar € problema de los 3 caramelos en estos términos. siendo f lineal, s f(8)= 10,
entonces, f(3)=1f(3/8 x 8)=3/8 x f(8)=3/8 x 10 =...

Sobre todo, en un universo de tareas rutinarias, surgen en todo momento, aqui y ali,
las tareas probleméticas que no se sabe -alin- realizar. Nuevos tipos de tareas, que son
entonces |os tipos de problemas, se asientan asi, y nuevas praxeol ogias vendran a constituirse
asu arededor.

A partir del curso 1998/99, los profesores de mateméticas de las clases de Terminal S® han
debido considerar, en € marco de la ensefianza de especiaidad, un tipo de problemas inédito
hasta entonces en este tipo de estudios: dados a, b T N* primos entre si, hallar los enteros x, y
tales que ax+by = ¢ (“ ecuacion de Bézout *). Cuando los enteros a y b son “pequefios’ y que

3_a clase de Terminal S corresponde & Ultimo afio de secundaria en la especialidad de bachillerato cientifico-
técnico (17-18 afios)
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se trabaja a mano, es practico proceder como en € siguiente g emplo (con a = 151, b = 137,
c=1). Se empieza por escribir lafraccion a/b como una fraccién continua que se acaba cuando

& numerador de la Ultimafraccién obtenidaes1 :

151 14 1 1 1 1 1
137_1+137_1+g_1+9+£_1+9+i_1+9+ 1 —1+9+ 1
14 14 1 1+é 1+i
11 11 11
3
=1+ 11 =1+ 11 =1+ 11
9+ 1 9+ 1 9+ 1
1+ > 1+ 1 1+ 1
3+§ 3+z3 3+1+l
2 2

Se elimina entonces esta Ultima fraccion (aqui, 1/2), y se opera con la expresion obtenida:

1 1 1 1 1 5 54
1+ 1 =1+ 1 =1+ l_1+ ﬂ_1+@_1+49_49
9+1+—1 9+1+1 9+§ 9+5 °
34 1 4 4
1+

Se obtiene asi: 49X51-54x.37 = 1. Claro esta que aln queda por justificar estatécnica, y quiza,
maés todavia, explicarla.

Constantemente, en una institucion | dada, aparecen nuevas praxeologias que, a

menos una parte de los actores de |, considera como necesarias para un mejorar €l
funcionamiento de |. Estas praxeologias deberan, en consecuencia, ser producidas, 0 mas
frecuentemente reproducidas, en lamedida en que ya existan en cualquier otrainstitucion I’ -
a partir de la cual se podra proponer “importarlas’ a |. Las condiciones impuestas por la
ecologia de | hacen que la praxeologia deseada no pueda ser reproducida alli de manera
idéntica, sino que sufrirg, en esta “transferencia’, determinadas modificaciones adaptativas:

se hablara, pues, no de transferencia, sino detransposiciondel’ al.

L os procesos de transposicion institucional no producen necesariamente versiones degradadas
-inferiores por gemplo en cuanto a la calidad de su bloque tecnolégico-tedrico- de las
organizaciones praxeol gicas transportadas. Mas bien a contrario, en materia de transposicién
didactica, por gemplo, es decir, cuando | es una institucion didactica (una escuela, una
clase...), sucede con frecuencia, sobre todo cuando |I' no es una ingtitucién sabia, que €
trabgjo transpositivo sea la ocasion de meorar la praxeologia asl vuelta a trabagjar
-simplificandola, precisando algunos de sus elementos, etc. En todo caso, la transposicion
enriquece € mundo de las praxeologias socialmente disponibles -en la medida en la que crea
una praxeol ogia adaptada a ciertas condiciones institucionales inéditas.

Analizar |as practicas docentes

Comunmente, la penuria praxeolgica se traduce en primer lugar por una falta de

técnicas. ¢Como realizar lastareas del tipo T? 'Y también, o sobre todo: ¢como realizar mejor
las tareas de este tipo? Estas interrogaciones exigen una produccion de técnicas 'y, por tanto,
de praxeologias. En general, dado un tipo de tareas, T, sellega asi a (re)estudiar la cuestion,
indicada genéricamente 67, de unatécnica apropiada que permitarealizar lastareast1 Ty,
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mas completamente, de |a praxeologia correspondiente. La cuestion 61 -¢como realizar las
tareas del tipo T?- aparece entonces como generatriz delapraxeologiapuntual Or=[T/6/g/Q]
gue se trata de (re)construir.

Los desarrollos anteriores y los que siguen manifiestan por eemplo el deseo de
estudiar -0 mas bien de retomar como una novedad reciente- |a cuestion 6 relativaa un tipo
de tareas T cuya denominacién puede ser: Analizar las practicas docentes. Esta
denominacion remite implicitamente a una problemética mas amplia, que se expresara aqui
con un esquema genérico que articula cuatro grandes tipos de tareas. Dado un objeto o
relativo a las préacticas docentes, se tratara en efecto en primer lugar de observar €l objeto o
(T1), después de describir y analizar el objeto o (T2), a continuacion de evaluar el objeto o
(Ts), y por ultimo, de desarrollar el objeto o (T4). Por supuesto, estos tipos de tareas, que se
definen por referencia a ciertos géneros de tareas (observar, describir y analizar, evaluar,
desarrollar) mas o menos bien definidos en la culturacomun, (¢quésignificadesarrollar, por
ejemplo?), quedan aun por construir, solidariamente con los otros componentes -técnicos,
tecnol 6gi cos, tedricos- de las praxeol ogias consideradas.

En lo que sigue, € tipo de tareas T;, (la observacién) serd poco o mucho neutralizado por €l
recurso a unos corpus simplemente invocados de datos de observacion ya constituidos. Los
tipos de tareas T3 (la evaluacion) y T, (el desarrollo), sobre los que volveremos, estarén en e
horizonte del trabajo més que en su interior. En € centro del trabgjo, se situard, pues € tipo de
tareas T, -la descripcion y e andlisis de ciertos objetos 0 relativos a las préacticas de
ensefianza

Los tipos de objetos o considerados serén de dos clases: dado un tema de estudio
matemético g, se considerard sucesivamente: a) la realidad matematica que puede construirse
en una clase de matematicas donde se estudia € tema q; b) la manera en que puede ser
construida esta realidad matematica, es decir |la manera como puede realizarse el estudio del
tema q. El primer objeto -“la realidad matemdtica que...”- no es otra cosa que una
praxeol ogia matematica u organi zacién matemati ca que se denominaréapor OM. El segundo
objeto -“la manera que...”- es lo que se denominara una organizacién didactica, que se
indicarg, de manera analoga por ODg. El trabajo de estudio por realizar concierne pues
principalmente a los dos tipos de tareas siguientes: describir y analizar la organizacion
matematica OMq que se puede construir en una clase de mateméticas donde se estudia el
tema q (T21); describir y analizar la organizacion didactica ODq que puede ser puesta en
préctica en una clase de matematicas donde se estudia el temaq (T2)

Analizar una organizacién matematica

Fijaremos como primer objetivo construir, 0 a menos esbozar, a partir de los
elementos tedricos-tecnol 6gicos introducidos hasta aqui, una técnica 0,; de descripcion y
andlisis de una organizacion matematica OM,. A titulo de introduccion, se considerara aqui
una especie simple de tareasT,; escogiendo el temaq = div de ladivision de enteros:

ts: Describir y analizar 1a organizacién OM, que puede ser construida en una clase donde se
estudiael temade ladivision de enteros.

Se debe distinguir cuidadosamente esta tarea de la tarea, denominada tyqy, de
descripcion y de andlisis de la organizacion didactica correspondiente:
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tygy: Describir y analizar la organizacion didactica ODg,= TOMy, que puede ser puesta en practica en
unaclase donde se vaaestudiar € temade ladivision de los enteros.

El trabajo requerido es el que, grosso modo, se puede esperar de un candidato al
CAPES* de mateméticas cuando hace |a exposicién sobre un tema dado, primera prueba oral
de admisién cuyo tema 08, en la oposicion de 1.998, se denominaba, exactamente: Division
euclidea en Z, unicidad del cocientey del resto. Aplicaciones a la aritmética. El resultado
tecnol6gico principal de OMgy €s evidentemente el siguiente:

o [Teorema y definicion] Dados dos enteros relativos a y b, b>0, existe una pargjay sélo una
de enteros relativos q y r, talesquea = bg + r, 0 £ r < b. Los nUmeros a y b se llaman
respectivamente el dividendo y € divisor, los nimeros q y r, € cociente y d resto de la
divisién de a por b.

Se asegura facilmente que la afirmacién anterior es equivalente ala siguiente:

go [Teorema y definicion] Dados dos enteros relativos a y b, b>0, existe uno y un solo entero
relativo g tal quebg £ a < b(g+1). El nimero g sellama cociente de ladivision de a por b. Se
[lamaresto de estadivision a enteror = a — bg.

De hecho, este enunciado tecnoldgico no es méas que la conclusién de un “discurso
tecnol6gico” mas amplio, que lo justifica o, como se dice en mateméticas, que |o demuestr a:

Divisién de enter os: resultado fundamental

Sean dos enteros relativosa y b, b > 0.

1. Demostremos que existe al menos un entero relativo g tal que: bg £ a < b (g+1). Dado que la serie
aritmética (bk) z es estrictamente creciente, s g; y g, cumpliesen los dos esta doble desigualdad, con
por eemplo g; < gy, esdecir g, + L £ Qp, setendriaque a < b(q;+1) £ bg, £ a, lo que esimposible. De
donde se deduce la unicidad de q.

2. Demostremos después la existencia de g. Supongamos en primer lugar que a3 0. Dado que la serie
(bK), 7 es estrictamente creciente y no acotada, existe un primer entero k1 N tal que bk > a, y setiene
en particular b(k— 1) £ a. Pongamos g = k— 1; se verifica entonces que bg £ a < b(g+1): € entero q
conviene. Si, ahora, setienea <0, existeq’ tal quebq £ -a<b(q +1),siendob(-g'-1) <a£ b(-q').S
a=Db(-q'), sepuedetomar q=q'. Si no, setienea<b(-q' )y b(-q'-1) <a<b(-q'); y, tomandoq=q’, se
obtiene también bg £ a < b(g+1); € entero conveniente esg.

3. Asi, dados dos enteros relativos a y b, b>0, existe uno y solo un entero relativo q tal que
bg £ a< b(g+1). El nimero g se llama & cociente de la division de a por b. Se llama resto de esta
division a enteror = a - bq.

Los elementos tedricos requeridos para justificar la tecnologia anterior son los
siguientes:

Divisién de enter os. elementos teoricos
1. La demostracion de la unicidad utiliza esencialmente € hecho de que la sucesion (bK)g 2z es

estrictemente creciente.
1.1. Este hecho se desprende del resultado tedrico siguiente:

“En Francia, d CAPES (Certificat d’ Aptitude Pédagogique pour I’ Enseignement Supérieur) es e examen de la
oposicion para profesor de secundaria de la ensefianza publica.



El andlisis de | as précticas docentes en |la teoria antropol 6gica de lo didéactico 11

Qo. El orden usual sobre Z hace de Z un anillo ordenado, es decir que setiene:
Qu." kT Z," nml Z,nEmb n+k£ m+k:
Qu-" kT N," nm1 Z,nEmp kn£km.
1.2. Se utilizatambién la propiedad siguiente, mas propia del anillo ordenado discreto Z:
Q."nmi Z,n<mU n+tl£m.
2. La demostracion de existencia se basa en la afirmacion siguiente: por ser la sucesion (bk)g n
estrictamente creciente y no acotada, existe un primer entero ktal que bk > a.
2.1. Acabamos de examinar € hecho de que la sucesién aritmética (bK),g y Sea estrictemente creciente.
2.2. El hecho de que no esté acaotada se desprende de que Z es un grupo arquimediano:
Q.. [propiedad de Eudoxo-Arquimedes] " a3 0," b>0,$ki N, bk>a.
2.3. El hecho de que exista un primer entero k, es decir, un minimo entero k, tal que bk > a resulta del
hecho que el orden habitual sobre N es un buen orden:
Q. [Propiedad de buen orden] Toda parte no vaciade N posee un elemento minimo.
Sea en efecto F € conjunto de los enteros k tals que bk > a : sesgiin Q,, F no es vacio; por consiguiente,
seguin Qgz, F tiene un primer e emento.
2.4. Observacion. Setiene: Q, U Qg [Lademostracion sedejaal lector].

La organizacion matemética que debemos determinar, OMgy, €S a priori una
organizacioén local (y no puntual) que puede pues contener varios tipos de tareas. Por falta de
espacio, no se considerard aqui mas que el tipo de tareas mateméticas siguiente:

| Tq4. Dados dos nimeros enteros reletivosa y b, b > 0, calcular & cociente g de ladivision a por b.

Lafinalidad del estudio seria entonces precisar una técnica 04 para realizar las tareas
detipo Ty -lo que no se hara aqui més que sobre un punto particular. La observacion de OM gy
en laliteratura de los manual es antiguos nos muestra en efecto una“ observacion” hoy diatan
olvidada que parece en primer lugar poco creible, y sobre la cual nos pararemos un momento.
Unaprimeraobraindicaasi:

Albert Miller, Arithmétique (ensefianza primaria superior), Hachette, 1.923, p.84.

Teorema.- Para dividir un nimero por un producto de varios factores, es suficiente (s las divisiones
son exactas) con dividirlo por e primer factor, dividir después € cociente obtenido por € segundo
factor, y asi hasta el Ultimo factor. El Ultimo cociente obtenido es e cociente buscado.
OBSERVACION.- Este teorema se aplica alas divisiones con resto. Lo admitiremos sin demostracion.
Asi, 517:(5x7x4) puede obtenerse dividendo 517 por 5, sea 103; 103 por 7, sea 14; 14 por 4, sea 3. El
cociente de dividir 517 por 5x7x4, es decir por 140, es 3.

Otros autores -jy no los menos! - escriben incluso, a propésito del mismo teorema:

Annay Elie Cartan, Arithmétique (clases de 4°y de 3°), Armand Colin, 1.934, p. 54.

92.- Observacién.- Si un nimero no es divisible por un producto de factores, se demuestra que se
puede encontrar el cociente del nimero por e producto aplicando la segunda parte del teorema 1V
(n°91, p 53). Laregladadaen €l nimero 78 (p. 47) es una aplicacion de esta observacion. Para obtener
el cociente de 6783 por e producto 100x9, se puede dividir 6783 por 100, que nos da 67 como
cociente, y luego 67 por 9.

¢Es eso verdad? Una justificacion se impone, que otros manuales aportan, -como la
Arithmétique de Roland Maillard y de Albert Millet parala clase de Matematicas (Maillard y
Millet 1.954, pp. 39-40). Es interesante constatar que dicha justificacion se apoya sobre un
resultado tecnol6gico que es una variante inmediata de los resultados anteriormente
establ ecidos:
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go’. [Teorema] El cociente g de ladivision de a por b se caracteriza por |as desigualdades:
bg £ aya+1 £ b(g+1).

Setiene entonces el siguiente resultado:

g:. [Teorema] Sean dos enteros relativosayb,b>0.Sib=b'b", seaq d cocientedeapor b’ yq" €
cocientedeq’ por b”. Entoncesq” esdl caociente de a por b.

Demonstracién. Setieneb’'q' £ayb’q” £q'; dedondebg” =b'(b"q") £b'q £ a. Setiene, por lo
mismo, a+1 £ b'(q'+1) y q'+1 £ b” (q" +1); de donde b(g” +1) = b’ (b" (" +1)) 2 b'(g'+1) 3 a+l. A
continuacion, y segin qo”, setieneq=q" .

Este desarrollo tecnoldgico asegura que la técnica indicada funciona: el cociente de
4225 entre 24 es, asi, dado que 24 = 4x6, €l de 1056 entre 6, y aln, como 6 = 2x3, el de 528
entre 3, es decir, 176. Pero esto no permite verdaderamente -jaunque la cuestion sea
eminentemente subjetival- comprender por qué el fendmeno en cuestion se produce. La
funcidn de explicacién, productora de lainteligibilidad, debe ser puesta en marcha por otro
desarrollo, como se ve aqui:

Esta claro que s a es divisible por b, entonces g se obtiene dividiendo a por b’, después
dividendo € cociente g’ asi obtenido por b” . Supongamos ahora que a seadivisible por b’ con
a=Db'q; esta claro entonces -al menos se admitird aqui- que q = q", donde @ = [q'/b"] (una
demostracién de este punto procederia de la observacion de que se tiene a = b'q =
b'(b"q"+r") = (b’b”) " +b’'r", conb'r” <b’b” =Db) ¢Por qué entonces se puede, en el caso
general, (en el que no se supone que b’ dividaaa) “olvidar” € resto r’ deladivision de a por
b” ? La explicacion fundamentalmente se basa en dos hechos generales, de los que conviene
en primer lugar persuadirse: (1) € cociente de dividir por b € entero a es también € cociente
de dividir por b los enteros a-1, a-2, a-3,... a-r; no cambia € cociente S se reemplaza a por
a-k,con0£ k£ r; (2 e restor (enladivisién dea por b) esd primer entero k tal que a-k es
divisible por b. Se ve entonces que, “olvidando” € resto I’, sereemplazaa por b'q = a-r’, €
cociente final queda sin cambiar mientras que r’ £ r (segin (1)), lo que es el caso (segln (2))
porquea £ r (=bg=Db" b"qg) esdivisiblepor b’.

Una observacion técnica

Aunque apenas esbozado, el ggemplo anterior muestra sobre todo que el componente
tecnol 6gico de una organizaci 6n matematica cambiacon lostipos de tareasy las técnicas que
se espera en general producir, justificar, explicar.

2. ORGANIZACIONES DIDACTICASY MOMENTOS DEL ESTUDIO
2.1 Ladidactica, dimension delarealidad social.
Estudiar una cuestion

En la primera seccion, se ha evocado una situacion problematica, es decir, en laque
se proponia realizar una tarea problematica -describir y analizar cierta praxeologia
matemética. Se han evocado también otros tipos de tareas a priori problemaéticas -resolver

una"“ ecuacion de Bezout” por ejemplo. Se podrian multiplicar |os jemplos. Todos provienen
de un mismo esquema, que se examinara rapi damente a continuacion.
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En el punto de partida, hay, en la vida social, una simple demanda de informacion, o
como se dird, una cuestién en el sentido débil, que toma generalmente la forma de una
interrogacion en €l sentido gramatical del término:

¢Donde se encuentra la oficina de correos?

¢Quéhoraes?

¢Cuantos afios tienes?

El tren delas 16 h 17 procedente de Marsella, ¢en qué andén para?
¢Cud es nuestralongitud?

4\/_ 3—3\/—2, ¢esun nimero irracional, no?

i¢Es verdad que n*+11n esdivisible por 6 paracualquierni N 2

Desde el punto de vista del interrogador, cada una de las cuestiones exige una
respuesta en el sentido débil, bajo laforma de un enunciado aportando lainformacion pedida:
“iEsta delante de usted! [la oficina de correos]”, “jSon...las 8h 41m!”, etc. La hipotesis es
aqui que la persona preguntada conoce la respuesta, 0 al menosla puede conocer facilmente
-por g emplo mirando su reloj, si setratade lahora. Se sefialard sin embargo que, en realidad,
esta respuesta procede de la “parte emergente”, visible en la vida social ordinaria, de un
“iceberg praxeoldgico” fundido en el paisaje social, pero para cuya construccion se han
necesitado a menudo siglos. Asi ocurre a proposito de la hora, o de lalongitud, o incluso de
la edad de la personainterrogada. El juego de preguntas-respuestas en sentido débil se juega
asi en la superficie de la sociedad y de sus instituciones, ocultando |os resortes profundos,
gue parece —fal samente- poderse ahorrar.

Las cosas cambian cuando la persona preguntada no sabe responder -porque no
conoce la longitud del lugar, o porque ignorasi €l nimero 4\/_ 3—3\/5 esirracional o no, etc.

En ese momento, se plantea un problema. Tanto si consiste en determinar la longitud del
lugar o la naturaleza, racional o no, del nimero 4\/_3_3\/5, latarea que se debe redlizar para

responder a la cuestion propuesta ya no es “inmediata’. Para realizarla, y de una manera
eventualmente rutinaria (que no significa“agoritmica’), se necesita una praxeologiarelativa
al tipo detareas considerada.

Asi, un buen dumno delanueva Termina S podra quizéescribir:
n*+ 11n = n®—n+ 12n = n(n*1) + 12n = (n-1)n(n+1) + 12n = 6(V3,,1) + 12n = 6(V3,.1 + 2n)...

Pero las cosas cambian mas alin cuando la persona interrogada no dispone de ninguna
técnica pararealizar latarea pedida, que resulta entonces probleméatica paraella. La pregunta
se vuelve entonces una cuestion en el sentido fuerte: yano es“¢Cud eslalongitud?’, sino
“¢Como determinar la longitud?’; ya no es “¢Es este nimero irracional?’, sino “¢;Como
determinar si este nimero esirracional?’. Se pasaasi de lapeticion derealizar unatareat ala
necesidad de elaborar una técnicay, mas completamente, toda una praxeologiarelativa alas
tareas de tipo t -tipo que hay que construir al mismo tiempo como objeto institucional. A
cuestion en sentido fuerte, respuesta en sentido fuerte: la respuesta no es ahora una simple
informacion, es toda una organizacion praxeol 6gica que esta por construir.

En un gran nimero de casos, una persona o un colectivo confrontado a una dificultad
del tipo anterior -elaborar una praxeologia relativa a un tipo de tareas probleméticas-
responde ignorandolas, o incluso, negando esta problematicidad, por jemplo, no realizando
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latarea en cuestion - haciéndolo de otra manera’.

He agui un ejemplo, donde la problematicidad es de naturaleza matemética. Tres vigjeros deben
repartirse la suma de 860 francos que, a la vuelta de sus vacaciones, quedan en la cgja comun creada
para hacer frente a los gastos cotidianos colectivos, y en la que han puesto en total, respectivamente,
1900 francos, 2100 francos, y 2200 francos. Se preguntan cémo deben repartirse la suma restante de
manera que cada uno de ellos haya contribuido igualmente a los gastos colectivos. Después deciden en
un tono generoso y oportuno (“jPero no! Tu pagaste la pizza € otro dia, y yo no lo he contado...”) que
un determinado reparto, realizado a ojo por “intuicién”, es grosso modo aceptable, y se atienen adl.

En el caso contrario, la persona x, 0 més generalmente, el colectivo X, se vaaponer a
estudiar la cuestion propuesta (“ ¢Coémo determinar lalongitud?’, “ ¢Como determinar si este
nimero es irraciona?’), que se puede sefialar genéricamente como 6r, donde T es el tipo de
tareas considerado (eventualmente reducido a una Unica especie, t). Se constituye asi |o que
se denominara aqui un sistema de estudio o sistemadidactico, denominado S = S(X;t ) (con,
eventualmente, X = {x}). En algunos casos, €l colectivo X se veraayudado, es decir dirigido,
en su esfuerzo por estudiar, por un ayudante al estudio o un director de estudio, y; se
denominara entonces a sistema didactico por S= S(X;y;06r) (0 S =S(X;Y;6r))(s hay un
colectivo Y de ayudas al estudio). En todos |os casos, se entraen ladimensién especificadela
realidad social: la dimension del estudio o de la didactica, en el sentido fuerte de estos
términos.

El estudio, las instituciones, |a skholé

La formacion, incluso efimera, de un sistema didactico, por rudimentario que sea,
interrumpe el flujo normal de la actividad institucional ordinaria. La actividad de estudio
aparece en consecuencia como una fuente permanente de confusion posible en lavida de la
institucién, pudiendo en cualquier momento alterar el curso de las actividades normales
arrastrando a algunos de sus actores hacia vias gjenas a la “razén social” de la institucion
-pensemos, por ejemplo, jen la formacion continua de los profesores! Se trata de un hecho
fundamental cuyas manifestaciones hay que examinar rapidamente.

Una primera consecuencia ha sido mencionada més arriba -el rechazo de la
problematicidad, y por tanto el rechazo de lo didactico que esta problematicidad podria
engendrar. Una segunda consecuencia proviene de un fenémeno cercano, sobre el que
conviene insistir: el delanegacion dela didactica. Las situaciones de la vida cotidiana en el
seno de una institucion estén impregnadas de interacciones didécticas, pero resbaladizas,
evanescentes, que se deslizan casi sinruido en el flujo delaactividad ordinaria-y alas que se
hace implicitamente referencia cuando se habla del aprendizaje del dia a dia, o, segun la
formula de John Dewey, del learning by doing, del aprendizaje por la préctica “ desnuda’.
Pero esta dimension didactica se encuentra en general no reconocida por la institucion,
porque, para defenderse contra una invasion siempre amenazante, se define una frontera que
separa, entre todas las formas de actividad que pueden tener lugar, las que -generalmente
poco numerosas y fuertemente estereotipadas- se acepta mirar como didéacticas, y aquellas
-mayoritarias y muy variadas- que son reputadas como no didacticas, y cuya didacticidad
potencial se encuentra, pues, negada.

Ninguna situacion es intrinsecamente didéctica o no didactica. Por consiguiente, negando la
didacticidad potencial de una stuacion dada, imponiéndola a sus sujetos como
irrebatiblemente no didactica, la institucion borra la posibilidad de su funcionamiento
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adidactico (Brousseau, 1.996), y cierra asi algunas vias de aprendizaje a priori posibles para
los sujetos de la ingtitucién. Cada vez que estos aprendizajes aparecen como objetivamente
exigidos para € buen funcionamiento de la institucién, es decir, como respondiendo a las
necesidades cognitivas institucionalmente generadas, se puede decir que la institucion niega
las necesidades didacticas de sus sujetos, necesidades que estos Ultimos deberdn pues
eventualmente encargarse de satisfacer, tomandolas entonces a titulo persona, y no como
sujetos de laingtituciéon.

El adjetivo didactico, asociado aqui a sustantivo estudio (y a verbo estudiar) es, en
francés, unapréstamo del griego didaktikos, “propio parainstruir”, “relativo alaensefianza’,
de didaktos, adjetivo verbal de didaskein, “ensefiar, hacer saber”. En francés corriente, se
aplica a lo referente a la instruccion. La idea de didactica, la idea de estudio, es decir,
fundamentalmente, |a idea de hacer cualquier cosa con €l fin de aprender cualquier cosa
(“saber”) o de aprender a hacer cualquier cosa (“saber-hacer”), parece en fin consustancial a
las sociedades humanas. ¢(COomo, sin embargo, limitar los efectos perturbadores de la
didéctica sobre la vida de las instituciones? Hay una respuesta que ha tomado en nuestras
sociedades modernas una importancia extrema, a punto de que tiende a absorber en su
sombra cualquier otra manera distinta de gestionar los aprendizajes: se trata de la escuela, 0
mas precisamente de la skholé de los antiguos griegos -este Otium Graecum, este “ocio
griego” que estigmatizaron Caton y los antiguos romanos, y que se puede definir como el
tiempo descontado sobre el tiempo del trabajo, o mas alla delavida “ ordinaria” , para ser
consagrado al estudio.

La férmula es genérica, universal, y puede a priori aplicarse a toda institucion: a su
lado, pero distinta de €lla, toda institucion puede crear su propia escuela, donde podra
entregarse al estudio de cuestiones propuestas para la vida de la institucion, en el marco de
sistemas didéacticos institucionalizados, Sk = S({x}:{y;}; P«), donde los x; seran los alumnos,
losy; los profesores, y Py un programa de estudio que precisalas cuestiones que se deben de
estudiar. Este proceso histérico de “escolarizacién” de las instituciones esta hoy muy
avanzado: nada o casi hada se le escapa u olvida, jtanto de hecho como de derecho! De la
ausencia de la skhol &, pasando por la skholé integrada en el flujo delavida, sellegaasi ala
skholé omnipresente, concebida y vivida como separada de la actividad cuyas praxeologias
tiene, sin embargo, por misién de cuestionar, através de su estudio.

Se observarg, sin embargo que, cualquieraque sea el habitat institucional ofrecidoalo
didactico -desde laintegracion vividaen |o cotidiano de lainstitucion, hastala escol arizaci6n
en una institucién escolar asociada pero distinta-, se imponen unas obligaciones que van a
permitir e, incluso, imponer algunos tipos de praxeologias didacticas y prohibir otros tipos,
mientras que, incluso en el mismo &mbito de la skholé&, incluso en el marco de la Escuela de
la Republica (al que se restringira en lo sucesivo el empleo del adjetivo escolar), algunas
précticas didécticas, “negadas’, permaneceran viables, y vivas, aungue Sin ser siempre
asumidas como tales. Cada institucion, cada institucion didéactica sobre todo, define asi, en
acto, al menos negativamente, su propia nocion de estudio. De ahi que esta nocién no pueda
ser definida de maneraintrinseca, universal, absoluta, més alladela“definicion” minimalista
seguin lacual hay estudio cuando hay cuidado, aplicacion y atencion en el acceso acualquier
realidad probleméatica -larealidad “estudiada’.

Estudiar una obra

Estudiar una cuestién del tipo 6t donde T es un determinado tipo de tareas, conduce
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-como ocurre en principio en el mundo sabio- a crear unarespuesta, es decir, a elaborar una
organizacion praxeologica O= [T/6/q/Q] inédita. Pero, en e mundo ordinario de la skholé,
estudiar una cuestion es casi siempre recrear, parasi mismo y sus comparfieros de estudio,
una respuesta O ya producida en cualquier otra institucion. Estudiar es pues estudiar una
respuesta -en el sentido fuerte- que se tiene por valida. Es estudiar una obra existente en otra
parte de la sociedad, para reconstruirla, transportarla a lainstitucion que sirve de habitat al
estudio. El pasaje del estudio de una cuestion al estudio de una respuesta -de una obra- no se
hace sin algunas modificaciones en la nocion misma de estudio.

Al comienzo, como se ha sugerido, la obra O se estudia -es decir, se reconstruye,
transporta- como respuesta a la cuestion 61 que se plantea. Si, por gemplo, se plantea la
cuestion de la representacion plana del espacio de tres dimensiones, se estudiara la
perspectiva; si se planteala cuestion de encriptar y de desencriptar |os mensajes, se estudiara
la criptografia; etc. Se trabaja entonces sobre obras que tienen la forma de organizaciones
praxeoldgicas puntuales, es decir, constituidas arededor de un Unico tipo de tareas
considerado como generador de |a obra estudiada.

Dos g emplos de técnicas

1. Como demostrar, por gjemplo, que a = 4\/_ 3—3\/5 es irracional? Una técnica simple, cuya tecnologia y
teoria dggamos para €l lector, consiste en formar una expresion raciona ge a igual aun ndmero conocido por
ser irraciona. Aqui setiene: a = 4\/_ 3—3\/5 b a’= 66—24\/?3 U] 662;6‘ = \/6 Se concluye entonces por un
66-a°

24
2. ¢Como determinar e maximo (o & minimo) de una funcion sobre un intervalo? Se trata de un problema
muy antiguo, que se estudiaba antafio, en € ingtituto, bajo € nombre de cuestiones de méximo y minimo. La
técnica elemental utilizada en la ausencia del cédculo infinitesmal se fundamentaba sobre € resultado
tecnolégico siguiente: S Xg, X, ..., X, SONn reales 3 cuya suma es constante e igual a a, entonces e producto
X1Xo.. Xy €S MaAXimo cuando X; = X = ... = X, = a/n. Asi € érea de un rectangulo de perimetro 2p, que se
escribe xy, con x+y = p, es maxima cuando X = y = p/2, es decir cuando € rectangulo es un cuadrado. Por o
mismo, el area de un cercado rectangular formado con una empalizada de longitud ¢ y uno de cuyos lados es
un muro, que se escribe Xy con 2x+y = /¢, es maxima al mismo tiempo que la expresion 2xy, que acanza su
maximo cuando 2x =y = //2, esdecir parax = /4y paray = (/2.

pequefio razonamiento: si a fueraracional, también lo seria = \/ES lo que no escierto.

La agregacion de obras “puntuales’ en una organizacion local (la division de los
enteros, por g emplo) bajo unatecnologia comun g, es decir, su integracion en el seno de una
organizacion regional (la aritmética, por gjemplo) regida por una misma teoria Q, tiende a
impulsar hacia la periferia, bajo e nombre de aplicaciones, a los tipos de tareas que son en
principio generadores de la obra, por el hecho de que se trata de una obra abierta, cuya
tecnologia es potencialmente productora de tecnologias inéditas, y que no se sabria pues
encerrar en algunas “aplicaciones’ definidas a priori. Larelacion entre cuestion y respuesta
tiende asi a invertirse. Primero es la respuesta, y luego viene la cuestion. Asi, en la
organizacién OMyg, Vvista anteriormente, se puede hacer figurar o no un desarrollo relativo a
los cocientes aproximados (ver aqui abajo).Entonces, segin el caso, OMgy, aparecera o no
como respondiendo (en el sentido fuerte) a la cuestion “¢Como determinar €l cociente
aproximado por defecto a10™ al dividir un entero a por un entero b?’

Cocientes apr oximados

1. Teorema y definicion. Dados dos enteros relativos a y b, b > 0, existe un Unico entero
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relativo g tal que b(g/10" £ a < b((g+1)/10"). El decimal q,=qg- 10™ esel cociente aproximado
a10™ més cercano por defecto aladivisién dea por b.

Demostracion. La doble desigualdad b(g/10") £ a < b(g+1)/(10") equivaleabq £ a- 10" <
b(g+1), lo que muestraque €l entero g es el cociente de ladivision euclideadea: 10" por b. De
donde setiene laexistenciay unicidad de q.

2. Observacion. El cociente g de la division euclideade a por b, que se Ilama también cociente
entero de a por b, se obtiene cuando n=0. Se dice que q(=q,) es € cociente de a por b con una
aproximacion por defecto de una unidad (=10°. El cociente entero es asi, en general, un
cociente aproximado: no es un cociente exacto mas que si a esdivisible por b.

3. Corolario. Para calcular € cociente g, aproximado a 10" por defecto de la divisién de a por
b, secalculad cocienteenteroq dea- 10" por by setomaq,=¢- 10™.

4. Ejemplo. Consideremos € calculo del cociente g, de 743 por 56 con una aproximacion de
10 (= 0.01) por defecto. Se busca el cociente entero g de 74300 entre 56, sea q = 1326. Se
tiene pues g, = 13,26.

5...

Un paso més, y se acaba en una franca desconexion con el “corazon” tegrico-
tecnol 6gico de la obra, con sus*“ aplicaciones’ que, de genéticamente necesarias, |legan a ser
institucional mente contingentes. El estudio de la obratiende asi a crear una organizacion del
saber que parece no existir mas que por si misma -las tecnologias no desembocan mas que
aleatoriamente sobre técnicas efectivas, por € emplo-, segun laldgica de todos | os fetichismos
culturales. Al mismo tiempo, las razones de ser de la obratienden a perderse, en derecho, si
no de hecho. Se navega desde ese momento entre |o estético y o arbitrariamente cultural.

¢Cudles son por giemplo las razones de esta “obrita” matemética, aln estudiada hoy dia en Secundaria
(en 4° de la ESO sobre todo), sobre la nocién de expresion numérica con un radical, y que permite

escribir una expresion tal como —\2\/%13 bajo laforma —(1+\/§)? Sea, en una base ortonormal, los puntos

A(4,2), B(3\/§;\/§), C(1+2\/§;1+\/§). Para comprobar que estos puntos estan aineados, se pueden

calcular las pendientes de las rectas (AB) y (AC), es decir, ppe) = —\@ Y Pag = —\@ para
3\/2-4 223
determinar s estas pendientes son o no iguales. Pero, ala vista de las expresiones obtenidas, |a cosa no
parece fécil. Conviene pues volverlas a escribir bajo una forma candnica, en la que toda expresién del
tipo considerado tenga una escritura'y solo una, lo que permite comparar dos expresiones dadas con un

simple vistazo. En este caso, se obtiene—\@ = —\@ = —1—\/5 . las dos pendeintes son iguales y los
24 223

puntos A, B, C estén alineados. Notemos que, s hubiéramos calculado la pendiente de (BC),
hubiéramos obtenido otra expresion distinta: pee) = 1—\/—2 Larazon de ser asi identificada es genérica:

dado un sistema de objetos matemdticos, es muy Util, cada vez que sea posible, dotarse de un sistema
de escritura candénica de estos objetos, con la finalidad de poder comparar sin ambigiiedad esos dos
objetos. De esta manera, dos vectores se expresan en una misma base donde tienen una escritura Unica,
dos puntos del plano con un mismo sistema de referencia, etc. Esta exigencia prevalece desde los
primeros aprendizajes matematicos. Las expresiones 3" 7+5° 2y 7" 8-5" 5 son iguales, pero la cuestion
no es evidente més que s se escriben separadamente bajo forma candnica, es decir, si se “efectlian los
calculos’: 3" 7+5°2=31y 7 8--5" 5 =31. Por esta mismarazon se aprendera ampliamente a desarrollar
y a ordenar las expresiones algebraicas, 0 a smplificar las fracciones: para identificarlas en un simple
vistazo. Asi las fracciones 168/252 y 252/378 representan un mismo ndmero cuya escritura canonica es
2/3; pero la cuestion no es a priori evidente, y sdlo un trabgjo de “simplificacion”, es decir, de
reescritura candnica, permite no pasar al lado de laverdad.
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2.2 Organizaciones didacticas
Genericidad y especificidad

L as praxeol ogias didacticas u organi zaciones didacti cas son respuestas (en el sentido
fuerte) alas cuestiones del tipo “¢Como estudiar la cuestion g = t+?’ 0 “¢Como estudiar la
obra O?" -respuestas que se indicaran aqui, genéricamente, gy O, de manera que serd, por
gjemplo: ODq = flOM,. Precisado esto, la cuestion que se plantea es saber qué tipos de tareas
constituyen una praxeologia didactica; o por decirlo de otra manera, qué “gestos’ pueden ser
mirados como didacticos.

Lacuestion “ ¢como estudiar ©? depende evidentemente del contenido didactico’ ©.
Unarespuesta a esta cuestion, es decir, unaorganizacion didéctica 1©, dependerdigua mente
de ©: apartir de cierto nivel de organizacion del estudio, ya no se estudiala cuestion g dela
per spectiva como se estudiarialacuestion g’ delacriptografia, por jemplo. Pero tampoco se
puede decir que no haya nada en comun entre una organizacion didactica q y otra
organizacion didactica 1ig’. De hecho, tal como se haindicado, en unainstitucién dada, solo
ciertos tipos de praxeologias didécticas que satisfacen determinadas restricciones, son
ecolégicamente viables. en consecuencia, todas las praxeologias © cumplen estas
restricciones, sea cual sea ©, sin que se pueda afirmar a priori que estas restricciones no
pesan, ecol 6gicamente, sobre los niveles més especificos de la organizacion del estudio.

Ladistincion entre lo que seria especifico de © y lo que no lo seria aparece asi, en la
perspectivaanterior, como relativo. Laoposicion genérico-especifico tiene, si se puede decir,
una estructura fractal, que se vuelve a encontrar en los diferentes niveles de andlisis de lo
didactico. Asi, sea cual sea el objeto de estudio, hay una especificidad de la actividad
didactica entre el conjunto de actividades humanas, especificidad que, precisamente,
fundamenta el género didactico y, més ala, sus diferentes especies que, claramente,
determinan los grandes tipos de obras -matematicas, fisicas, literarias, pléasticas, etc. De ahi
gue el estudio escolar de las mateméticas no esté aislado institucionalmente: se relaciona, en
un determinado nivel de generalidad, con el conjunto de todo lo didactico existente en la
sociedad y, en primer lugar, con lo didactico escolar. Desde distintos puntos de vista, por
supuesto, el estudio de las matematicas posee rasgos especificos que lo distinguen del estudio
escolar de otras disciplinas. Pero esta oposicion permanece relativa: ¢qué es, de verdad,
matematico?. Lafronteraentre lo matemético y lo no-matematico esindecisa, y en todo caso,
histéricamente evolutiva. Ademés, en un momento dado, las mateméticas, es decir, las
diferentes organizaciones mateméticas, son a su vez diversasy, por gjemplo, no se estudiara
el dlgebra como se ha hecho con lageometria. Se hablard, pues, del estudio del dgebra, dela
geometria, de la estadistica, etc. En este descender hacia objetos de estudio cada vez mas
especificos, la oposicion de lo genérico y de o especifico se vuelve a encontrar cada vez,
aunque sin que se anulen las oposiciones de niveles superiores. Habra asi una especificidad
del estudio de tal ambito matemético, que se dejara a su vez declinar en niveles mas finos de
especificacion, hasta llegar al nivel “molecular” de organizaciones matematicas puntuales
constituidas alrededor de un Unico tipo de tareas.

Por organizacion didactica se entendera pues, a priori, € conjunto de los tipos de

> Enjeu didactique” en el original.
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tareas, de técnicas, de tecnologias, etc., movilizadas para el estudio concreto en una
institucion concreta. El enfoque clasico en didactica de las mateméticas ha ignorado en
general |os aspectos més genéricos dela organizacion del estudio de un tipo dado de sistemas
didacticos. (Esta es por gjemplo la actitud clasicamente adoptada, tratéandose de |os sistemas
didécticos escolares, a propésito de la cuestion de la evaluacion, del trabajo fuera de clase,
de su evaluacion, etc.) Por contraste, |a problematica ecol 6gica, que es uno de |os principal es
motores de la TAD, conduce a examinar cuestiones que pueden situarse en un punto
cualquieradel ge genericidad-especificidad, porque |os problemas especificos del estudio de
unaorganizacion mateméticalocal particular permanecen en general mal planteados mientras
no seanalicen las“elecciones’ didéacticas, conscientes o no, hechas aniveles organizativos de
menor especificidad. En consecuencia, el enfoque antropol 6gico contempla aspectos de la
organizacion del estudio generalmente vistos como relevantes de el ecciones “pedagogicas’,
es decir “politicas’, exteriores a campo de cuestionamiento de la didactica de las
mateméticas.

Una organizacion didactica O comporta pues multiples niveles de especificacion, de los
cuales ninguno deberia ser descuidado y que dependen, en algunos aspectos a menos, de la
didactica. Asi, en un primer nivel, se sittan las condiciones y restricciones propias de un
sistema de ensefianza y de sus centros, que se aplican poco 0 mucho a todas las materias que
ali se estudian: para € sistema escolar francés, se situara aqui, sobre todo, la existencia de
cursos de estudios estrictamente definidos, de programas nacionales, la distribucion de
alumnos de un nivel de estudios dado (6°,5°4°, etc.) entre varias comunidades de estudio casi
auténomas -las clases de nivel considerado-, la importancia concedida a los profesores en
relacién con otras posibles ayudas a estudio, la existencia de sistemas y dispositivos
didacticos auxiliares (clases de verano, modulos, etc.) En un segundo nivel, se situaran los
determinantes especificos de tal materia que figuran en tal curso de estudios: se situarén agui,
por eemplo, las formas didacticas que tienen sentido a priori para € conjunto de la materia
estudiada -como d tratamiento de la experimentacion o de la demostracién, en sus aspectos
generales, en matemédticas. Del mismo modo, los niveles siguientes de especificacion
concerniran los aspectos propios de cada uno de los niveles de organizacién de la materia
estudiada -global, regional, local, puntual.

El topos del alumno y la otra escena

En el marco de los sistemas didécticos escolares S = S(X;y;P), a los que nos
limitaremos en |0 sucesivo, |ostipos de tareas integrados en una praxeol ogia matematica son,
tradicionalmente, realizados por un individuo solo. El alumno xI X debe aprender a
factorizar, solo, sin laayudade otro, algunos tipos de expresiones algebraicas; acalcular, por
sus propios medios, lasumade fracciones 4/7 + 8/21, etc. En cambio, no tiene que aprenderlo
solo: oficialmente él recibe paraello, al menos, laayuda del profesor y.

L as tareas didacticas, en efecto, son, en cierto nimero de contextos, cooper ativas, en
el sentido que deben ser realizadas en concierto por varias personas xi, X, ..., Xn, que son los
actores de latarea. Se dira que cada uno de los actores x; debe en este caso efectuar algunos
gestos, cuyo conjunto constituye entonces su papel en el cumplimiento de la tarea
cooperativat, gestos que estan a su vez diferenciados (seguin los actores) y coordinados entre
ellos por latécnica 6 puesta en marcha col ectivamente. Algunos de estos gestos seran vistos
como tareas completas, t', para cuya realizacion x; actuara (momentaneamente) en autonomia
relativa en relacion alos otros actores de latarea. El conjunto de estas tareas, subconjunto del
papel de x; cuando se realiza t segin 6, es denominado el topos de x; en't.
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El griego topos significa “lugar”: € topos de x es d “lugar de x”, su “sitio”, e lugar donde,
psicol 6gicamente, x; experimenta la sensacion de desempefiar, en laredizacion det, “un papel
a gusto para é”. En € caso de una clase, se hablara asi del topos del alumno y del topos del
profesor. De esta manera, mientras una clase de mateméticas “hace un gercicio”, lo que es
una tarea eminentemente cooperativa, la subtarea consistente en construir €l enunciado del
gjercicio recae generamente en el profesor: pertenece a su topos. La tarea consistente en
producir -por eemplo por escrito- una solucion del gercicio pertenece a topos del alumno,
mientras que la tarea consistente, a continuacion, en construir una correccion, pertenece de
nuevo a topos del profesor. Si, en e curso de la resolucién del gercicio, un alumno plantea
una pregunta al profesor, efecttia también lo que esta visto ordinariamente como un simple
gesto, que reclama un gesto homologo por parte del profesor -gesto que puede consistir,
algunas veces, en... negarse a responder.

Unade las dificultades didacticas mas comunes y més presentes para un profesor esla
gue encuentra para “dar un lugar alos alumnos’, es decir para crear, segin su intencion, y a
propdsito de cada uno de los temas estudiados, un topos apropiado, que dé a alumno el
sentimiento de tener un “verdadero papel que desempanar”. Asi, en o que se puede llamar la
ensefianza-espectacul 0, que algunas modas pedagdgicas han podido potenciar en los Ultimos
decenios, los alumnos son incitados a intervenir frecuentemente, pero no intervienen en
general mas que como figurantes sin un verdadero papel. En lamayor parte de los casos, sin
embargo, unatarea didacticatiene como actores €l profesor y los alumnos: cuando el profesor
actla en una tarea donde é opera en autonomia relativa, esta tarea aparece generalmente
como una sub-tarea en el seno de una tarea mas amplia, donde él coopera con € alumno. El
estudio del sistema de las tareasy gestos del profesor y, més generalmente, de cualquier otra
ayuda al estudio (padres, etc.), no se debe realizar de manera aislada: detras de la actividad
del profesor, se debe percibir sin cesar la actividad del alumno.

Un punto esencial de esta vision consiste en examinar, en toda organizacion didéctica
escolar, lacalidad y lacantidad del trabajo auténomo exigido alos alumnos x; (para asegurar
un buen rendimiento en términos de aprendizaje) y que es invisible (oficiamente) para el
profesor y.(Existe también, por supuesto, todo un trabajo exigido por y einvisible parax, que
cuenta por igual en la viabilidad de una organizacién didéctica...) Sucede a veces que este
trabajo invisible, cumplido por el alumno en otra escena, que el profesor puede en principio
ignorar, tiende a ocupar |o esencial del espacio de estudio, como en el ejemplo que aparece a
continuacion.

El estudioy la clase: e curso H, un caso extremo

...a los cinco afios, fui inscrito en € curso H. Este establecimiento debia su reputacion a un
dispositivo muy particular, que comportaba varios elementos. Ignoro si, en € espiritu de sus
creadores -quiza vadria mejor decir, de sus ingenieros-, los diversos elementos del dispositivo
eran deliberadamente combinados. Parami, lo fueron, y lo siguen siendo.

1. S6lo nos convocaban unavez por semana, por la mafiana, para una sesion de dos horas.

2. Al final de la sesion, nos entregaban un breve documento mimografiado, llamado la “hoja’,
que prescribia con una impecable precision los deberes, gercicios, lecciones, lecturas que
debiamos hacer en casa durante € intervalo, guiados, supervisados, instruidos por nuestras
repetidoras o, paralos menos afortunados, por nuestras madres.

3. Las madres y las repetidoras asistian al curso, separadas de los alumnos por una delgada
barrera. No estaban autorizadas a intervenir pero a veces se manifestaban ruidosamente por los
suspiros, las exclamaciones, quejosas o indignadas, ante nuestros desfallecimientos, nuestros
despistes|...].

4. Una misma ingtitutriz, -para nosotros, Mlle. Haussoye- nos regentaba desde la undécima
clase alaséptimainclusive.
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5 Durante e curso, nada nos era ensefiado (es por ello por que me resisto a llamarlo curso). Lo
que aprendiamos, lo aprendiamos en casa, con la condicion de seguir a pie de la letra las
prescripciones de la “hoja’. La sesion semanal era en realidad un examen e incluso una especie
de oposicion. Eramos en efecto clasificados a final de cada sesion [...]. Nos separdbamos
después de la entrega de los resultados para volvernos a ver la semana siguiente. Nuestros
amigos se reclutaban en otra parte. Alli no teniamos mas que competidores.

JB. Pontalis, L"amour des commencements, Gallimard, Paris, 1.994, pp. 11-12.

Por regla general, sin embargo, el espacio del estudio tiende desde hace tres decenios
arestringirse -en principio- alaescenaoficial delaclase. Es sin embargo mediante el trabajo
oculto, invisible, que responde alas necesidades de estudio generadas por €l trabajo en clase
sin ser asumidas por la organizacién didactica oficial, por € que se crean o se refuerzan,
silenciosamente, las desigualdades de éxito entre los alumnos. Lo recordaremos, més
adelante, ala hora de evaluar una organizacién didéctica.

El problema del topos del alumno comporta un aspecto en cierto sentido inverso al
anterior. El alumno puede ser su propio director de estudio, y lo es necesariamente en
algunas cosas. Por el contrario, no sabria enseflarse a si mismo, desde el principio, lo que
precisamente é debe aln “aprender”: entre el alumno 'y €l profesor, la separacion esclara. La
consecuencia de este estado de hecho no debe ser subestimada: si la aparicion del profesor-
director del estudio puede empobrecer |a cultura didactica del alumno-estudiante, el mal uso
de lafuncion de ensefianza conduce mas radicalmente ainvalidar el aprendizaje matematico
en si mismo.

Hay una situacion de la que Guy Brousseau ha sefidlado con fuerza € carécter eminentemente
problematico: € contrato didactico, observa é, “coloca a profesor delante de una verdadera
conminacion paraddjica. Todo lo que é hace para conseguir del alumno los comportamientos
que él espera tienden a privar a este Gltimo de las condiciones necesarias para la comprension
y €l aprendizaje de la nocion que se persigue: s € maestro dice lo que quiere, no lo puede
obtener (primera paradoja didactica). Pero el alumno esta también delante de una conminacién
paraddjica: s él acepta que, segin € contrato, € maestro le ensefie los resultados, € no los
establece por si mismo, y, asi, no aprende las matemédticas, no se las apropia. Aprender
implica para é rechazar e contrato pero también aceptar hacerse cargo de é. El aprendizaje
va pues areposar, no sobre el buen funcionamiento del contrato, sino sobre sus rupturas’.

El alumno debe aceptar a profesor como director del estudio y, a mismo tiempo,
renunciar casi violentamente alas engariosas facilidades que le ofrece como profesor -y esto,
en principio, a proposito de cada uno de los momentos del estudio, evaluacion e
institucionalizacion comprendidos. El “drama didactico” que la palabra topos resume se
anuda asi alrededor del juego del maestro: siempre sutilmente presente, aunque en ausencia,
éste debe saberse ausentar incluso en presencia, afin dedejar a alumno libre para conquistar
unaindependenciaque lafiguratutelar del profesor hace alavez posible eincierta

Los momentos didacticos

Como toda organizacién praxeol 6gica, una organizacion didéctica se articula en tipos
de tareas (generalmente cooperativas), en técnicas, en tecnologias, en teorias. ¢Pero cdmo
describir tal organizacién? ¢Cuéles son por ejemplo los principales tipos de tareas? No hay
gue esperar que la(re)construccion, en el curso de un proceso de estudio, de unaorganizacion
matematica dada se organice ella misma de una manera Unica. Pero se constata sin embargo
que, cualquiera que sea el camino de estudio, ciertos tipos de situaciones estén
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necesariamente presentes, incluso si 1o estdn de manera muy variable, tanto en el plano
cualitativo como en el plano cuantitativo. Llamaremos a estos tipos de situaciones momentos
de estudio 0 momentos didacticos porque se puede decir que, sea cual seael camino seguido,
se llega forzosamente a un momento donde tal o cual “gesto del estudio” debera ser
cumplido: donde por gjemplo, el alumno debera “fijar” los elementos elaborados (momento
delainstitucionalizacion); donde debera preguntarse “ qué vale” lo que se ha construido hasta
entonces (momento de la evaluacion); etc.

La nocion de momento no remite méas que en apariencia a la estructura temporal del proceso
de estudio. Un momento, en e sentido dado a la palabra aqui, es en primer lugar una
dimension en un espacio multidimensional, un factor en un proceso multifactorial. Bien
entendido, una sana gestion del estudio exige que cada uno de los momentos didécticos se
readlice en el buen momento, o més exactamente, en 10s buenos momentos; pues un momento
de estudio se realiza generamente en varias veces, bajo la forma de una multiplicidad de
episodios que prorrumpen en € tiempo. En esta vision, se indicard que el orden puesto,
después, sobre los diferentes momentos didacticos es de hecho ampliamente arbitrario, porque
los momentos didécticos son en primer lugar una realidad funcional del estudio, antes de ser
unarealidad cronolégica.

El primer momento del estudio es el del primer encuentro con la organizacién O que
esta en juego. Un tal encuentro puede tener lugar de varias maneras, pero un modo de
encuentro -0 de “reencuentro” - inevitable, a menos que uno se quede en la superficie de la
obra O, es el que consiste en encontrar O através de a menos uno de |os tipos de tareas T;
congtitutivas de O. Este “primer encuentro” con el tipo de tareas T; puede tener lugar en
varias veces, en funcion sobre todo de los entornos matematicos y didécticos en los que se
produce: se puede volver a descubrir un tipo de tareas como se vuelve a descubrir una
persona que se creia conocer.

1. ¢Qué eslo que se encuentra en un primer encuentro con una organizacion matemética O?
La cuestion de la identidad del objeto asi encontrado por primera vez merece examinarse.
Si existen en efecto primeros encuentros anunciados - Mafiana comenzaremos € coseno
de un angulo agudo”, indica por jemplo € profesor- existen también, en € otro extremo,
primeros encuentros verdaderos que, sin embargo, pasan casi enteramente desaper cibidos
porque, en la institucion donde se producen, € objeto encontrado es en cierta manera un
personaje de segundo, incluso a veces de tercer rango, que silo se encuentra porque esta
en estrecha relacion con € objeto verdadero del encuentro. Esta observacion nos conduce
pues a distinguir € punto de vista del organizador del estudio -ya se trate del alumno, del
profesor o del ingeniero didactico- y € punto de vista ddl observador. Para el primero,
solo algunos objetos requieren una puesta en escena introductoria, mientras los otros se
introducen sin previos, como silenciosamente, en la organizacién mateméatica que se
construye. Para €l segundo, la cuestion del primer encuentro se podra plantear a proposito
de cada uno de los objetos que se introducen en la organizacion matemédtica en
construccién, y ello por gemplo en una perspectiva de reorganizacién curricular, con la
intencion de otorgar mayor relieve a un objeto culturalmente y didécticamente secundario
gue se desea “promocionar”.

2. ¢Cudles son las formas posibles del primer encuentro? Cuando estd expresamente
organizado, parece que apenas aparecen mas de dos grandes formas, cuyas multiples
combinaciones, en sus variantes desarrolladas o, a contrario, degradadas, agotarian
entonces € espacio de lo posible. El primer encuentro puede inscribirse en una
problemética cultural-mimética. En este caso, mediante una narracion con vaor de
informe a partir de una indagacion sobre € mundo, € objeto encontrado aparece en
primer lugar como existiendo por otra parte, en algunas précticas sociales. A este
submomento “cultural”, donde el objeto no existe més que en efigie, de manera que €
estudiante solo tiene con @ relaciones ficticias, le sigue un submomento “mimeético”
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donde, mediante la manipulacion efectiva del objeto, se supone que estudiante imita la
préctica-“jugando” por giemplo, d matemético, a gedgrafo, a critico literario, etc.

3. Enlaversion mas exigente, € encuentro cultural-mimético conduce en principio a buscar
y explicitar -bajo € modo discursivo- las razones de ser de los objetos asi encontrados, es
decir, los motivos por los que este objeto ha sido construido o aquellos por los que, d
menos, persiste en la cultura. Pero las “razones de las cosas’ no afloran siempre
claramente en la cultura. Por ello el encuentro cultural-mimético puede degradarse en una
parodia de la practica, que ocultalas razones de la préctica.

4. Por reaccion, y en € lado opuesto, se puede querer descartar toda referencia a una
realidad preexistente que se trataria de reproducir imitandola, en beneficio de una redidad
sui géneris, identificada para un sistema de situaciones llamadas fundamentales (que se
pueden denominar umbilicales), cuyo actor principal, s no Unico, es € alumno, solo o en
equipo, y que hacen nacer e objeto, ante sus ojos, como aguello que permite fabricar una
respuesta a una serie de cuestiones determinadas. El encuentro en situacion conduce asi a
proponer, de hecho, y quiza incluso de derecho, una “definicion” del objeto encontrado
gue no quiere reducirse a una simple copia de las definiciones depositadas en la cultura,
sino que, en muchos casos, aparece a priori como un verdadero afiadido a la cultura
-afadido del que conviene entonces mostrar la compatibilidad con las definiciones
conacidas, en la medida en que, ad menos, esta “definicién en situacion” no esté ya
integrada en el patrimonio cultural.

5. Como ocurre con € encuentro cultural-mimético, el encuentro en stuacion incluye
también un submomento cultural -cuya forma més espectacular es el efecto Jourdain.® Es
preciso, en efecto, que toda situacion de primer encuentro efectivo sea una Situacion
“umbilical”. En muchos casos, la definicion del objeto por un sistema de situaciones
fundamentales se encuentra subrepticiamente descartada en beneficio de una puesta en
escena del objeto en unas “actividades’ que, a pesar de agunos rasgos culturales
conservadaos, no tienen mas que una relacion bastante algjada con sus razones de ser mas
esenciales. De una manera més general, existe en las practicas didacticas corrientes una
amplia gama de formas hibridas de primeros encuentros, donde una referencia cultural
incompletamente asumida se alia en grados variables con una introduccion “en situacion”
méas 0 menos adecuada en |os planos epistemol dgico y cognitivo.

6. Se sefidara por fin que s, como es evidente, € primer encuentro no determina
enteramente la relacion a objeto -6 cua se construye y se modificaalo largo del proceso
de estudio-, si juega sin embargo un papel importante en la economia del aprendizaje,
porque, dado € coste institucional y personal que impone (en el doble plano cognitivo y
de deseo), orienta en genera fuertemente € desarrollo ulterior de las relaciones
institucional y personal a objeto encontrado.

El segundo momento es el de la exploracion del tipo de tareas T; y de la elaboracion
de unatécnicat; relativaaeste tipo de tareas. Se sefialara que, contra cierta vision heroica de
la actividad matemética, que la presenta como una serie erratica de enfrentamientos
singulares con dificultades siempre nuevas, |0 que est4 en el corazén de la actividad
matemética es mas la elaboracion de técnicas que no laresolucion de problemas aislados. A
la ilusién moderna del alumno-héroe que supera sin necesidad de lucha toda dificultad
posible, se opone también larealidad indispensable del alumno-artesano laborioso que, con
sus condiscipulos, bajo la conduccion reflexiva del profesor, elabora pacientemente sus

®Guy Brousseau introdujo, dentro de los llamados “efectos del contrato didactico” (Brousseau, 1998), el efecto
Jourdain para referirse a aquellas situaciones didécticas en las que “€l dumno consigue la respuesta correcta
mediante un conocimiento banal y € profesor dafe del valor de la actividad mediante un discurso matematico y
epistemoldgico sabio”. En la obra de Moliere Le bourgeois gentilhomme, e profesor descubre a alumno
Sr. Jourdain que éste hablaen prosa. N. delosT.
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técnicas mateméticas. En realidad, el estudio y la resolucién de un problema de un tipo
determinado va siempre a la par con la constitucion de al menos un embrién de técnica, a
partir del cual una técnica mas desarrollada podra eventualmente emerger: el estudio de un
problema particular, espécimen de un tipo estudiado, apareceria asi, no como un fin en si
mismo, sino como un medio para la constitucion de una técnica de resolucion. Se trama asi
una dialéctica fundamental: estudiar problemas es un medio que permite crear y poner en
marcha una técnica relativa alos problemas del mismo tipo, técnica que seré a continuacion
el medio pararesolver de maneracasi rutinarialos problemas de este tipo.

El tercer momento del estudio esel delaconstitucion del entorno tecnol 6gico-tedrico
[a/Q] relativo a 6. De una manera general, este momento esta en interrelacién estrecha con
cada uno de los otros momentos. Asi, desde el primer encuentro con un tipo de tareas, hay
generalmente una puesta en relacién con un entorno tecnoldgico-tedrico anteriormente
elaborado, 0 con gérmenes de un entorno por crear, que se precisara en una relacion
dial éctica con laemergencia de latécnica. Por razones de economia didactica global, aveces
las estrategias de direccion de estudio tradicionales hacen en general de este tercer momento
la primera etapa del estudio, etapa que es entonces comun al estudio de varios tipos de
problemas T; -todos los que, entre |os tipos de problemas a estudiar, aparecen como relativos
al mismo entorno tecnoldgico-tedrico [o/Q]. El estudio de estos tipos de problemas se
presenta entonces, clasicamente, como una serie de aplicaciones del bloque tecnol 6gico-
tedrico asi puesto en marcha.

El cuarto momento es el del trabajo de la técnica, que debe alavez mejorar latécnica
volviéndola més eficaz y mas fiable (o que exige generamente retocar la tecnologia
elaborada hasta entonces), y acrecentar la maestria que se tiene de ella: este momento de
puesta a prueba de la técnica supone en particular uno o unos corpus de tareas adecuados
tanto cualitativamente como cuantitativamente.

La técnica utilizada més arriba para determinar e méaximo de una funcion agebraica
elemental no ha sido trabgjada mas que sobre dos especimenes. Un trabajo més avanzado es
necesario, aunque sea solamente para explorar € alcance de esta técnica -¢, no sera que sélo
funciona precisamente para esos dos especimenes? Consideremos asi € problema siguiente:
determinar el rectangulo de &rea maxima que se puede inscribir en un circulo deradior. Si x
es la medida de uno de los lados del recténgulo, € otro lado tiene por mediday =/ (2r)=x, y
el area del rectangulo se escribe xy. Este area es méxima al mismo tiempo que la expresion
(xy)?, que esigua ax® (4r>-x?), expresion que alcanza su méximo cuando X° = 4 r% - x* = 2r?,
i.e parax=y= r\ﬁ. Como se vera més adelante, se puede extender € alcance de esta técnica
pararesolver, por giemplo, e problemasiguiente: En un rectangul o de carton de 50 cm por 80
cm, se quiere construir una caja sin tapadera, recortando en cada uno de los rincones un
cuadrado de lado x cm. Determinar x para que la caja obtenida tenga una capacidad maxima.

El quinto momento es el delainstitucionalizacion, que tiene por objeto precisar o que
es “exactamente” |a organizacion matematica elaborada, distinguiendo claramente, por una
parte, los elementos que, habiendo concurrido a su construccién, no le hayan sido integrados
y, por otra parte, los elementos que entraran de manera definitiva en la organizacién
matematica considerada -distincion que buscan precisar |os alumnos cuando le preguntan al
profesor, a proposito de tal resultado o tal procedimiento, si hay o no “que saberlo”.

1. Los otros momentos del estudio, en efecto, sdlo nos libran una organizacién matemética
en obras, donde € trabajo reaizado, que se quiere duradero, se mezcla necesariamente
con los “relieves’ de una construccion elaborada por ensayos, retoques, paradas y
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avances. Ahora bien, 1o que merece durar, |0 que quiere ser perenne no se impone nunca
por si mismo y con toda seguridad. Tal gjemplo, cuyo examen ha servido para e proyecto
de construccién, revelando unas perspectivas a priori desconocidas, tal estado de tal
técnica, que se habra empleado mucho tiempo para rebasarla, ta teorema, en si mismo
insuficiente pero que fue e primer resultado demostrado, ¢se integraran en la
organizacion matemética definitiva, o bien se descartardn? El momento de la
institucionalizacién es pues, en primer lugar, € que, en la construcciéon en “bruto” que
poco a poco, ha emergido del estudio, van a separar, por un movimiento que compromete
e porvenir, lo “mateméaticamente necesario’, que serd consevado, y lo
“mateméticamente contingente” que, pronto, sera olvidado. En este submomento de
oficializacion, una praxeol ogia matemética separada ya de la historia singular que la hizo
nacer, hace su entrada en la cultura de lainstitucién que ha albergado su génesis.

2. Es necesario sin embargo que esta entrada en la cultura determine completamente €
devenir institucional de la praxeologia mateméatica asi oficidizada. En un segundo
submomento, e de la ingtitucionalizacion strictus sensu, los objetos y las relaciones
oficiales, ingredientes declarados de la organizacion en construccion, van a ser activados
en grados diversos y, por elo, van a “trabgjar”. Algunos objetos raros, oficializados en
buena y debida manera, no tendran de hecho, una vida ulterior. (Asi, a principio del
Libro | de los Elementos, Euclides introduce la nocion de romboide, que no serd utilizada
en e resto de la obra). Pero esa no es la ley genera: € “roce ingtituciona” provoca
normamente la evolucion de las relaciones oficides hacia formas estables no
degeneradas, |as relaciones institucionales que, aunque se constituyen solidariamente con
las relaciones personales de los actores del estudio, parecen pronto emanciparse hasta
punto de parecer gobernarlas.

3. Normamente, es la fase de ingtitucionalizacion la que relanza el estudio contribuyendo a
poner en evidencia tal o cual tipo de problema que, aunque relevante de la organizacion
matemética loca [T,/6,/g/Q], no ha sido todavia estudiado o no lo ha sido mas que
insuficientemente. De una manera mas general, € estudio completo de O puede ser
descrito asi. Sean Ty, ..., T, la serie de tipos de problemas asociados a la tecnologia q,
supuestamente estudiados en este orden. Para todo i, 1£i£n, una organizacion puntual
[Ti/ti/qi/Qi] (congtituida alrededor del tipo de problemas T;) se construye y viene a
integrarse a la organizacion local ya elaborada parcidmente, [Ti/tj/q®/Q"] g4, para
producir la organizacion loca [Titj/q"/QY].ge. Cuando i = n, se debe tener
[Titi/qQ ] 1gjen = [Tilti/a/Q]usien, €5 decir, la organizacion matemética local “aludidal’.
Esta, a su vez, debera integrarse en la organizacion global construida en ese momento. El
proceso de estudio va asi cada vez a “reabrir” la organizacion matemédtica existente, para
modificarla enriqueciéndola, smplificandola, etc.

El sexto momento es el de la evaluacion, que se articula con el momento de la
institucionalizacion: la suposicion de relacionesinstitucional es transcendentes al as personas,
en efecto, fundamenta razonablemente el proyecto de evaluar las relaciones personales
refiriéndolas a la norma que el momento de la institucionalizacién habra “ hipostasiado”. En
la préctica, se llega a un momento en el que se debe “hacer balance”: porgue este momento
de reflexividad donde, cualquiera que sea €l criterio y el juez, se examinalo que vale lo que
se haaprendido, este momento de verificacion que, apesar delosrecuerdos de infancia, no es
en absoluto invencién de la Escuela, participa de hecho de la “respiracion” misma de toda
actividad humana.

La operacion de evaluacion debe ser entendida asi en un sentido mas amplio: detrés de la
evaluacion clasica de relaciones personales, es decir, detrés de la evaluacion de “las
personas’, se perfila la evaluacién de la norma misma —de la relacion ingtitucional que sirve
de patréon. ¢Cuanto vale, de hecho, la organizacion mateméatica que se ha construido e
ingtitucionalizado? Més alla de la interrogacién sobre €l dominio, por cualquier persona, de tal
o cud técnica, encontramos entonces la interrogacion sobre la técnica en si misma -¢es
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potente, manejable, segura, robusta también? Esta evaluacion -a la que los usos escolares
conceden, es verdad, una muy pequefia parte- es aqui formadora, no de una persona, sino de
una praxeologia desde este punto de vista, participa de la institucionaizacion. Como
elemento reformador, permite relanzar € estudio, suscitar la reposicion de tal o cual momento,
y quizadel conjunto ddl trayecto didactico.

Una observacion técnica

El modelo de los momentos del estudio tiene, para el profesor, dos grandes tipos de
empleos. En primer lugar, constituye unarejilla para el anadlisis de los procesos didacticos.
Después, permite plantear claramente el problema de la realizacion de los diferentes
momentos del estudio. Por gemplo, ¢cémo realizar concretamente el primer encuentro con
tal organizacion matemética? ¢Con tal tipo de tareas? ¢Como conducir €l estudio exploratorio
de un tipo de tareas dado? ¢Cémo llevar a cabo la institucionalizacién? ¢Como realizar €l
momento de la evaluacion? Son cuestiones que se plantean al profesor y alas que se puede
responder con una férmula genérica: creando las situaciones didacticas adecuadas. Esta
exigencia, que solo indicamos aqui, es de hecho tanto més compl gja cuanto que el profesor es
alavez € director y € actor de situaciones didacticas de las que, las més de las veces, es
ademas el disefiador.

3. EVALUAR, DESARROLLAR: ALGUNAS OBSERVACIONES
3.1. Evaluar
Un esquema universal, un gesto fundamental

En numerosas situaciones, tenemos que operar segiin el esquema de cuatro tiempos
(TI® T.® Ts® T,4) indicado més arriba. Frente a la obligacion de actuar, en efecto,
comenzamos en general por observar y analizar (T1y T2) la manera de hacer de cualquier
otro. (*Y ellos, ¢qué hacen? ;Cémo lo hacen exactamente?’) Después evaluamos o que la
observaciony el andlisis han revelado (¢Paraqué sirvetodo eso, al finy al cabo?...”) antes de
desarrollar nuestra propia “solucién”, intentando mejorar, sobre ciertos puntos juzgados
negativamente, la “solucién” observada. Asi actla, muy banalmente, un profesor cualquiera
cada vez que, reponiendo su obra sobre la materia, se decide a “observar” uno o varios
manuales (de manera mas 0 menos sistemética), a “analizar” (quiza superficialmente) su
contenido, a “evaluar” (de manera a veces poco matizada) este contenido, por fin a
“desarrollar” (\aveces rapidamente) sobre esta base, su propio “producto”, su “leccion”.

Es de sefialar que el esquema anterior se aplicaigual de bien a profesor que toma por
objeto o, no alguiin “modelo” para“preparar su clase’, sino las soluciones producidas por sus
alumnos, soluciones que, a su vez, el profesor observara (exigiendo por ejemplo que cada
alumno leremitauna“copia’), que é analizara (corrigiendo sus copias), que él evaluara (por
la nota atribuida y las anotaciones llevadas sobre |la copia), antes de desarrollar su propia
solucién (bajo la forma de una “correccién” presentada a los alumnos de forma oral o
escrita). Un poco de reflexion muestra alin que, en la fabricacion de su “solucion”, cada
alumno habra puesto en marcha el mismo esquema a cuatro tiempos, observando (en clasey
en e manual) algunas “maneras de hacer”, analizandolas pero también evaluandolas (por
ejemplo rechazando tal elemento -manera de decir, etc.- que vera como un “truco del
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profesor” que é no puede asumir, valorando al contrario tal elemento que él considerara
-qui za equivocadamente- como emblematico de lo que del profesor esperadeél, etc.), antesy
con €l fin de “desarrollar” su propia solucién. A fin de cuentas, se le reconocera a esquema
propuesto, en €l marco del enfoque antropolégico, un valor universal: en una forma més o
menos desarrollada, cualquiera que proyecte una accién lo vuelve a encontrar
espontaneamente.

En este esquema de accion, la etapa de |a eval uaci 6n constituye un gesto fundamental,
gue requiere algunas observaciones muy generales. Sefialemos en primer lugar que la
evaluacién de la que estamos hablando aqui no debe ser considerada como la evaluacion
escolar, tal como laasume el profesor a analizar la produccién de los alumnos. Lo verdadero
es de hecho lo contrario: es mejor considerar la evaluacion escolar como una especificacion
de la nocion genérica de la evaluacion. ¢Pero qué es entonces esta nocion “genérica’?
Estimar el valor de un objeto o, atribuirle un valor (de una manera o de otra), en resumen,
evaluar esunaactividad que, a priori, puede afectar acualquier objeto, puede ser el hecho de
cualquiera -de cualquiera que tenga “un poco de juicio”-, puede realizarse en cualquier
institucion -aunque sea verdad que todas las combinaciones de un objeto o, de una personax
y de unainstitucion | no estén necesariamente “permitidas’. Se sefialard sobre todo que la
vida de unainstitucion resulta frecuentemente plagada de actos de evaluacion, hasta el punto
de que estas précticas, en parte “salvajes’, se consideran a veces como una auténtica
molestia, cuyaimportancia debe ser controlada.

Algunos filésofos antiguos -como Pyrron (365-275 antes de C.) del que Montaigne se hara
discipulo- han hecho del rechazo de juzgar € fundamento de la vida feliz: “.. los juicios que
los hombres llevan sobre € valor de tal o cual cosa no estén fundamentados mas que sobre
convenciones. De hecho, es imposible saber s tal cosa es, en si, buena o maa. Y la desdicha
de los hombres viene en efecto de que quieren obtener o que creen ser un bien o huir de lo
gue creen ser un mal”. (Hadot, 1.995, p. 176)

Si no es cuestion evidentemente de adoptar una problematica del rechazo dejuzgar, es
sin embargo siempre necesario reflexionar sobre el buen uso de la suspension de juicio -la
epoché de los estoicos. En particular, el andlisis (y, antes del mismo, la observacién) no debe
[levar, subrepticiamente, alaevaluacion. Es verdad, sin duda, que el estado de suspension de
juicio constituye normalmente el fondo de toda via institucional, sobre el que se eleva
entonces el susurro de losjuicios de valor. Pero repitamos aqui que hay que saber asignar un
tiempo -el delaobservaciony andlisis- ala suspensién del juicio; y un tiempo propio -el dela
evaluacion- alanecesidad casi vital de juzgar.

Ante estanecesidad, o importante es entonces recordar que la actividad de evaluacién
essiemprey necesariamente, relativa. El valor reconocido a un objeto, en efecto, no es nunca
intrinseco, absoluto, porque la atribucién de valor se refiere siempre, implicitamente o no, a
cierto uso social del objeto evaluado: se eval Ua siempre desde un deter minado punto devista.

Como indica un diccionario de psicologia en lengua inglesa (Reber, 1.995), € valor es “la
calidad o propiedad de una cosa que la hace Util, deseada o estimada’. El autor afiade
entonces: “Se indica el aspecto pragmético implicado en esta definicion: € valor de una cosa
es dado por su papel en unatransaccion (social), la cosa por si mismano posee valor”.

Es desde esta perspectiva que consideraremos aqui €l problema mas especifico de la
evaluacion -en unaclase I, por un a@lumno x, o un profesor y, o un observador z- de un objeto
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0 que sera una organizacioén matematica OM, 0 una organizacion didactica ODg, asociadas
a cierto tema de estudio matemético q. Para simplificar y clarificar el propodsito, nos
limitaremos a considerar el caso de la evaluacion a priori, por un profesor y, de
organizaciones matematicas y didacticas OM y ODq previamente observadas en laliteratura
(manuales, etc.) y analizadas por y con la intencion de desarrollar en su clase unas
organizaciones “asu aire”, OM’qy OD’q.

Evaluar lostipos de tareas

Nos referimos agui a una organizacion ya sea puntual (de laforma[T/t/g/Q]), yasea
local (delaforma[Ti/6i/a/Q]). En todos los casos, ya sea cuando el tema de estudio impuesto
g se identifica con cierto tipo de tareas mateméticas T (organizaciéon puntual), o cuando
remite a “ndcleo generador” de un blogue tecnoldgico-tedrico (organizacion local), la
eval uacion se apoyara sobre criterios explicitos, por precisar y justificar, cuyo andlisis previo
debera permitir decir en qué medida los satisface la organizacién matemética que se va a
evaluar. En funcion de las consideraciones anteriores, y atitulo de ejemplo, se mencionara
aqui la siguiente lista evidentemente no exhaustiva:

- criterio deidentificacion: lostipos de tareas T, ¢estan claramente despejados y bien
identificados? En particular, ¢estan representadas por |os corpus K; efectivamente disponibles
de especimenes suficientemente numerosos y adecuadamente calibrados? ¢O, a contrario, no
son conocidos mas que por algunos especimenes poco representativos?

- criterio de las razones de ser: las razones de ser de los tipos de tareas T; ,¢estan
explicitadas? ¢O al contrario, estos tipos de tareas aparecen desmotivados?

- criterio de pertinencia: los tipos de tareas considerados ¢proporcionan una buena
muestra de las situaciones matematicas encontradas? ¢Son pertinentes en la vision de las
necesidades matematicas de los alumnos, para hoy en dia? ¢Para mafana? ¢O al contrario
aparecen como “aisladas’ sin relacion verdadera -0 explicita- con el resto de la actividad
(mateméticay extramatematica) de los alumnos?

Parailustrar € tercer criterio, consideremos un género de tareas —comprobar un célculo- cuya
pertinencia parece genéricamente evidente, pero cuya concrecion bgo la forma de tipos de
tareas determinadas es en general mal puesta en précticaen € curriculum secundario francés.

1. Un tipo de tareas que se puede considerar a respecto es la relativa a tema g de las
escrituras fraccionarias: comprobar el resultado de un célculo de fracciones -como por
gemplo la igualdad 7/9 + 4/6 = 13/9. En este caso, una técnica puede consistir en
comprobar, con la ayuda de una calculadora, laigualdad del producto de cada uno de los
dos miembros de la igualdad obtenida mediante el producto de los denominadores de las
fracciones: asi, setendr& (9x6) (7/9 +4/6) =. 78 y (9%x6)13/9=.78

2. Un segundo tipo de tareas consiste en comprobar €l resultado de un célculo algebraico
-por gemplo la igualdad (x-3)(2x+1) = 2x — 5x - 3. En este caso se puede verificar la
igualdad obtenida, a mano o mentalmente, para dos valores sencillos de x (0, £ 1, * 2,
€fc.); se puede también, con ayuda de una calculadora, verificar laigualdad paraXx=p o
X= \/E etc. Se obtiene asi: (x-3)(2x+1)y=o = -3y 2x2—5x—3|F0 =-3; (x3)(2x+)x3 =0y
2X°—5%-3ye3 = 18-15-3 ; (x-3)(2x+1) peep =c 1,031245534 y 2X°~5x-3), = 1,031245534.
Otra técnica consiste en escoger un valor ¢ para X, y reemplazar algunos valores de x por
este valor, antes de resolver la ecuacion asi obtenida para verificar s admite la solucion
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X=C. Asi setendrg, parax=4, 2x+1=29-5xU 7x=28U0 x=4; parax=2, -2(x +1) =
5-5x0 3x=60 x=2.

Un tercer tipo de tareas consiste en verificar € resultado de un célculo con radical -como la

igualdad 53_“\/£§L2 = 18+8\/?3. Se puede aqui sustituir € radica \/E por X y resolver la ecuacion
3+/5
obtenida para comprobar que admite la solucion x = \/E Se tiene asi: (3+X)° = 18+8x U (3+x)* =
3-X

(3-%)(18+8x) U x%+6x+9 = -8xX%+6x+54 0 9% =450 ¥=50 x=+4[5.

Evaluar las técnicas

Laevaluacion delas técnicas supone los mismos criterios, de los que solo evocaremos
uno aqui. Asi, las técnicas propuestas ¢se elaboran ef ectivamente, o solamente se bosquejan?
¢Son féciles de utilizar? ¢Su alcance es satisfactorio? ¢Su fiabilidad es aceptable dadas unas
condiciones de empleo? ¢Son suficientemente inteligibles? ¢Tienen futuro y pueden
evolucionar de manera conveniente? Daremos ahora, tratando estos criterios, agunos
gjemplosilustrativos.

1

Una técnica propuesta puede ser insuficientemente trabajada y puesta a punto, de manera
gue, no solo su acance sea indudablemente limitado, sino que su inteligibilidad se vea
oscurecida. Intentemos asi poner en marcha la técnica de optimizacién elemental vista
anteriormente (a propésito del problema siguiente: Determinar € rectangulo de area
maxima que se puede inscribir en un circulo de radio r) sobre € problema siguiente: En
un rectangulo de cartén de 50 cm por 80 cm, se quiere construir una caja sin tapadera,
recortando en cada uno de los rincones un cuadrado de lado x cm; determinar X para
que la caja obtenida tenga una capacidad V maxima. Esta técnica conduce aqui a la
constatacion siguiente: V= (50-2x)(80-2X)x méaximo U 4V = (50-2x)(80-2x)(4X) maximo
U 50-2x = 80-2x= 4x = 130/3. La igualdad imposible 50-2x = 80-2x parece indicar que
no tiene solucion. ¢Doénde esta el fallo?...

Una técnica puede ser insuficientemente fiable. Asi € calculo, tradiciona en Francia, no sobre las
cantidades de magnitud (como 5 km, 32 cm?, 18 m/s%, 12 g/dm®, etc.) sino sdlo sobre las medidas
de estas magnitudes (5, 32, 18, 12, etc.), es decir, excluyendo las unidades del calculo para
volverlas a introducir solamente a final, constituye una técnica poco fiable, s se la compara con la
técnica, sin duda més “pesada’, consistente en calcular directamente sobre las cantidades, es decir,
con las unidades. Asi, para calcular la masa lineal M en g/cm de una barra de acero de seccion
2,85kg _2,85(10°g) 2859 _

4dm = 4(10cm)  4cm

congtante, de 4 dm de longitud y de masa 2,85 kg; se tiene: M =

285
4
zinc, sabiendo que la densidad del zinc es de 7,29 kg/dm®; se tiene: M = (7,29 kg/dm®)(9 cm?®) =

(7,29kgdm™)(9cm®) = 7,29(10%g) (10cm)3(9cm?) = 7,290 g » 65,6 g.

g/em = 71,25 g/lem. Del mismo modo, para determinar la masa M, en gramos, de 9 cm® de

Se pueden citar otros casos para ilustrar € carécter defectuoso de ciertas técnicas puestas
en manos de los aumnos, que revelan sobre todo la ausencia de técnicas adecuadas, a
veces perfectamente disponibles “en teorid’, (0 mas bien, “en tecnologia’) pero que la
tradicion de la ensefianza ignora. En geometria elemental, asi, los resultados (disponibles
hoy en e dltimo curso de la Secundaria Obligatoria)’ que expresan € hecho de que €
plano de puntos es un espacio vectorial de dimension 2, no son empleados para fabricar
una técnica de uso mas fiable, fundada en la nocion de representacion del plano. A titulo
de jemplo, consideremos €l problema siguiente: Sea un tridngulo ABC y sean |, J, K, los
puntos medios de [BC], [CA] y [AB]. ¢Es verdad que los segmentos [ Al], [JK] se cortan

’15-16 afios. N. delos T,
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siempre en el punto medio?
® ®
Llamemos M € punto medio de [AlI] y N e de [K], y expresemos AM y AN en €

. ) ® ® . ® 1® 16® 1®
sstema de referencia (A,AB,AC). Se tienee AM = EAI = 5 AB +§
LRB+1Rcy AN = 2Ro+ LAk = J@RACO 18RO - 185+ 1hc. por |
RS TR Y AR T o AIT AR T 2§ 5" zg 6 roe
tanto: M = N. Se notard que una variante (“baricéntrica’) de e;ta técnica harla ganar en

fiabilidad ademés de aliviar los calculos. Se puede, en efecto, escribir, por un lado:

_1(A+|):1@+1(B+C)5:1A+%B+lc,
y por otro: N——(J+K)— al-’(C+A)+—(A+B)0 1A+j{B+ C.

DedondeM =N. Podemos ir aun més allaeﬂ:rl bi endo (“vectoridmente”):
4(M—N) = 2(A+1)-2(HK) = 2A+2|1-23-2K = 2A+(B+C)—(C+A)—(A+B) =0 : dedonde...

4. Algunas de las técnicas anteriores tienen mas porvenir que otras, porque satisfacen mas
las necesidades mateméticas de los dumnaos, para hoy vy, llegado € caso, para mafiana.
De manera parecida, la técnica del principiante que consiste “en poner flechas’ para
desarrollar una expresion como (x-3)(2x+1) no tiene apenas porvenir, a menos, en todo
caso, que la técnica consistiese en “plantear” y = 2x+1y en escribir (x-3)(2x+1) = (x-3)y =
Xy-3y = X(2x+1)-3(2x+1) = 2X%+x-(6x+3) = 2x*-5x-3. Incluso s, en efecto, llegara (en
principio) rapidamente a ser indtil recurrir a una y otra técnica en los tipos de célculo
revisados aqui, la segunda técnica, en efecto, es la que se empleara cada vez que un
cd culo sealoca mente demasiado compleo.

Evaluar tecnologias

Se pueden hacer observaciones analogas a las anteriores a propdésito del bloque
tecnol 6gico-tedrico. Asi, dado un enunciado, ¢se plantea Unicamente el problema de su
justificacion? ¢O bien se considera tacitamente este enunciado como evidente, natural, o
incluso bien conocido (“folclérico”)? Las formas de justificacion utilizadas, ¢son parecidas a
las formas candnicas en mateméticas? ¢Se adaptan a sus condiciones de utilizacion? ¢Se
favorecen las justificaciones explicativas? ¢Se explotan efectivamente y de forma 6ptimalos
resultados tecnol 6gicos disponibles? Daremos al gunos ejempl os.

1. Un resultado efectivamente utilizado puede ni siquiera haber sido objeto de una pregunta. El caso
es frecuente traténdose de la unicidad de las escrituras canonicas utilizadas, por gemplo, cuando se

debe escribir bajo la forma u+V\/_e una expresion del tipo —Z\\/_E (donde @, b, c,d, u,vi Qy
+

donde e T N no es un cuadrado perfecto). La unicidad es, agui, como en otros casos,

pragméaticamente implicada por e “postulado pedagégico” segin € cua existe una buena

respuesta -lo que justifica por si solo que e profesor rechace como necesariamente errénea la

respuesta del alumno que ha obtenido alguna otra expresion. En € caso evocado, |a judtificacion

es de hecho relativamente poco costosa: si u+V\/_e = s+t\/_ey Svit, entonc&\/_e = ij_;\'ls T Q,etc.

2. Lajustificacion de un “teorema en acto” en clase® puede ademéas poner en juego unos elementos
tecnolégicos, no sélo disponibles, sino que estén también en e corazén mismo de las mateméticas

8_a nocién de “teorema en acto” refiere a propiedades o relaciones mateméticas que los alumnos no encuentran
bajo su forma matemética real pero que mangjan implicitamente en la resolucion de problemas. Ver, para mas
detalles, Vergnaud (1982) 0 (1994). N. delosT.
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estudiadas. Ese es el caso del “postulado implicito” seglin el cual, para cualesquieraa, b, c,dT Q
yel N que no sea un cuadrado perfecto, existen x, y T Q tales queﬂﬂe = x+y/e. Tenemos

crh/e
aqui: %\/_[e = xtpfe U a+bfe = (ctch/e)tne) U ox+ dey = a y dx+cy = b. El sitema
c+chje
obtenido tiene determinante c>—d% ! 0. El sistema posee pues una solucién (x,y). Como en el caso

anterior, la clave de la demostracion radica en € hecho que\/_e I Q —un hecho a que se debera
por lo tanto hacer un (pequefio) lugar en laclase...

3. El resultado tecnologico evocado anteriormente -la existencia y la unicidad de una determinada
escritura candnica- no tiene por Unica funcion la de justificar las practicas existentes. Puede
explotarse para producir nuevas técnicas. Se puede asi considerar € problema de determinar la

2
escritura canonica de una expresion de la forma ﬂﬂe por la técnica utilizada aqui: g3_+\£3L =
crch/e 34/5

x50 (3+/5)2= (3/5)(x+\\/5) U 14+6:[5 = (3x-5y) + (x+3yn/5 U 3x-5y =14y —x+3y=
6U x=18ey=8.

Cuestiones analogas deberan plantearse por supuesto a proposito de los elementos
tedricos de la organizacion matemética examinada: ¢Existen elementos tedricos explicitos?
Jmplicitos? ¢Qué permiten aclarar? ¢Justificar? Etc.

¢Evaluar una organizacion didactica?

La cuestion de la evaluacion de una organizacion didéctica OD4 constituye un punto
de convergencia del conjunto de estudios en didéctica de las matematicas, al mismo tiempo
gue es, de manera explicita o implicita, uno de los motores del progreso de las
investigaciones didacticas. Un tratamiento incluso resumido de esta cuestion requeriria un
amplio desarrollo, que no puede encontrar lugar en el marco de este articulo: otro articulo
seriamés que necesario. A faltade proponer algo mejor, se dejara pues al lector inspirarse en
algunos desarrollos consagrados més arriba a andlisis de una organizacion didactica
(existenciade un topos parael alumno, puesta en marchade diferentes momentos del estudio,
etc.).

3.2 Desarrollar

Mastodavia sin dudaque en la etapa de la evaluacion, la cuestion del desarrollo debe
situarse en una prolongacion del trabajo condensado en las anotaciones que preceden. Acerca
de esta cuestion, nos contentaremos con enunciar aqui dos principios “tedricos’ susceptibles
de aclarar €l trabajo tecnol 6gico-tedrico posterior.

El primer principio es e de la heterogeneidad histérica e institucional de los
“materiales’ constitutivos de una praxeologia existente o por construir. Desde este punto de
vista, no existe por ejemplo una organizacion didactica que se pueda decir que es de una
época, totalmente fechada, o, en el otro extremo, compl etamente moder na en cada unade sus
componentes. Las actividades de desarrollo deben tomar en cuenta la necesidad de un
“mestizaje histérico” de toda produccién posible; toda “innovacién” es parcialmente
conservadora, dado que utiliza nuevamente -de manera a veces inédita- los materiales
antiguos que de otro modo se podrian tildar de “obsoletos’.

Como sefiala Michel Serres, ninguna creacion es verdaderamente de tal época: “Considerad
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un coche de un modelo reciente: forma un agregado disparatado de soluciones cientificas y
técnicas de afios diferentes; se puede datar pieza a pieza: tal 6rgano fue inventado al principio
de siglo, € otro hace diez afios y € ciclo de Carnot tiene cerca de doscientos afios. Sin contar
que la rueda se remonta a neolitico. El conjunto no es contemporaneo més que por €l
montaje, e disefio, la preparacion, a veces sdlo por la vanidad de la publicidad”. (Serres,
1.992, p. 72)

Esta observacion se aplica evidentemente a las organizaciones mateméticas -tal
resultado data de fin del siglo X VI, tal otro no aparece publicamente hasta 1.821, tal otro no
se ha demostrado hasta 1.965, etc. Pero el penacho histérico es mas evidente aln tratandose
de la didéctica: la solucion de ayer, que ha sido hoy olvidada, serd mafiana quiza
parcialmente retomada, en una combinacion nueva, innovadora. En consecuencia, las
actividades de desarrollo deben, en la materia, reposar sobre una investigacion
cualitativamente amplia, tanto en diacronia como en sincronia, investigacion a la que el
desarrollo reciente de los medios de comunicacién y de informacion avanzados pueden dar
hoy un nuevo vigor.

El segundo principio que se enunciard aqui introduce la nocién de desarrollo
proximo, refiriendose con ello a la probleméatica ecoldgica constitutiva del enfoque
antropolgico en didactica. De una manera general, la problemética ecoldgica -¢Por qué
esto?¢Por qué esto otro?, etc.- conduce a cuestionar larealidad observable de la evidencia del
hecho establecido, visto como natural. Lailusion de “naturalidad” del orden institucional es,
en € registro de la accion, la raiz de muchos conservadurismos y €l precursor de muchas
impotencias: si las cosas son como son porque se conforman a un orden natural, toda
modificacion que se le quiera imprimir aparece como una subversion de este orden del
mundo, lo que justificatanto el conformismo de lo cotidiano que es el premio de lamayoria,
como lareligiéon delo excepcional de la que algunos se hacen los grandes sacerdotes.

Por contraste, el cuestionamiento ecoldgico permite interrogarse sobre el orden de
cosas existente: si es verdad que, en general, la realidad es como es porque tiene fuertes
restricciones, siempre se puede proponer examinar las modificaciones que, para un costo
aceptable, por jemplo, dejando intacto lo esencial de las condiciones preval ecientes, podria
crear un nuevo estado estable, considerado mas apropiado. El conjunto de estos estados
“préximos’ (y viables) de la realidad constituye la zona de desarrollo proximo de esta
realidad.

La problemética ecol 6gica aparece asi como el fundamento de un arte de lo posible.
Larealidad observada puede ser de hecho inestable, débilmente robusta, y no perdurar porque
ciertas condiciones raramente realizadas se encuentran localmente satisfechas. A lainversa,
lo “simplemente posible” puede a veces acaecer y persistir, por un cambio limitado en las
condiciones prevalecientes. Al lado, pues, de estados ecoldgicos muy improbables, existe
toda una zona donde lo virtual puede actualizarsey 1o actual volverse virtual en un grado de
variaciones de escasa amplitud. Configuraciones solo imaginadas pueden ser mafiana una
trivialidad de lo cotidiano, mientras que otras, desde siempre inscritas en el paisge
institucional familiar, pueden en un momento desaparecer sin retorno. De ahi que se borre la
fronteraentrelo existentey 1o posible, y que se abra una zona bastante amplia donde se pase,
sin discontinuidad marcada, de lo virtual alo real, y a lainversa —una zona “de desarrollo
proximo” gque es en si misma unainvitacion atrabajar.
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