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Resumen

Este trabajo constituye un reporte parcial de investigacion que contiene una recopilacion de
varios resultados del desarrollo de un registro de representacion semidtica de Duval para la
trigonometria elemental. En sus investigaciones sobre los registros de representacion
semidtica Raymond Duval sefiala que el conocimiento matematico se puede representar
bajo diferentes formas semioticas y que pocos estudios se centran en la operacion de
cambiar la forma semidtica a través de la cual un conocimiento es
representado.Consecuentemente los esfuerzos sistematicos que se desarrollen con el
proposito de construir una nueva forma semidtica para un registro de representacion dado
pueden constituir una manera formalmente valida de realizar una investigacion asociada a
la perspectiva de la escuela de Duval. El trabajo que aqui se presenta muestra una
metodologia que de manera central se ocupa de cambiar la forma semidtica en que
(tradicionalmente) son presentados los contenidos trigonométricos. Como un resultado
colateral de esta transformacion de la forma semidtica de representacion se logra ademas la
visualizacioén de algunos contenidos trigonométricos en forma geométrica, por ejemplo las
razones, las identidades y las ecuaciones trigonométricas, algunos de los trabajos de Duval
se ocupan de la correspondencia entre la visualizacion y diversas formas de representacion
semidtica de objetos matemadticos. En el trabajo aqui expuesto se muestra que este registro
de representacion semiotica para la trigonometria elemental satisface y permite las tres
actividades cognoscitivas fundamentales que postula Duval, a saber: formacion tratamiento
y conversion de representaciones.
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EL CONTEXTO TEORICO: LAS INVESTIGACIONES DE R. DUVAL

Inicialmente se considera pertinente establecer que los antecedentes tedricos fundamentales
para la tarea investigativa de Duval pueden recuperarse de los trabajos de Jean Piaget y de
Lev .S. Vygotsky, y en particular de las obras “La formation du symbole chez I’ enfant”

del primero y “Thought and Language” del segundo.

Una vez establecido lo anterior, el trabajo investigativo de Duval puede describirse muy

brevemente como sigue :

Las ideas fundamentales a partir de las que desarrolla su obra son las siguientes:

e Los objetos matemdticos no son directamente accesibles a la percepcion,
consecuentemente se hace necesario tener representaciones de los mismos. Como lo
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sefala el mismo Duval: “... el uso de sistemas de representaciones semidticas para el
pensamiento matematico es esencial, debido a que a diferencia de otros campos de

conocimiento (botdnica, geologia, astronomia, fisica), no existen otras maneras de ganar

acceso a los objetos matematicos sino producir algunas representaciones semidticas”

e Aunque pudiera parecer obvio, debe enfatizarse que no debe confundirse al objeto

matematico con su representacion.



Debe distinguirse entre: imagen mental (perceptos interiorizados); representacion
semidtica ( representacion constituida mediante el empleo de signos) y representacion

mental (interiorizacion de una representacion semiotica)

Las representaciones semiodticas cumplen diversas funciones: expresion (para otros),

objetivacion o identificacion de un objeto de la realidad (para si mismo) y tratamiento o

“movilizacion” de la representacion semidtica de conformidad con ciertas reglas

El conocimiento matematico se puede representar bajo diferentes formas semidticas

Pocos estudios se centran en la operacion de cambiar la forma semidtica a través de la

cual un conocimiento es representado. (El estudio que aqui se presenta intenta

precisamente €so)

El cambio de forma semiotica de representacién constituye una operacion cognitiva

basica

El fendmeno de la representacion se refiere y abarca a la comunicacion, al

funcionamiento cognitivo del pensamiento y a la comprension.

Las representaciones semidticas muestran y utilizan registros diferentes



En su trabajo Duval se ocupa y establece la importancia fundamental de cuestiones tales

como las siguientes:

e la habilidad para cambiar de registro de representacion semiotica. La misma resulta

necesaria para el aprendizaje de las matematicas

e La importancia de la coordinacion de diversos registros de representaciéon semiotica.
Establece que muchas de las dificultades encontradas por los estudiantes pueden ser

descritas y explicadas como una falta de coordinacién de registros de representacion.

e El considerar al conocimiento conceptual (la comprensiéon) como el invariante de

multiples representaciones semioticas

e En base a diferentes registros de representacion, definir variables independientes
especificas para contenidos cognitivos y organizar propuestas didacticas para

desarrollar la coordinacion de registros de representacion.

SEMIOSIS Y REGISTROS DE REPRESENTACION SEMIOTICA

Duval denomina “semiosis” a la aprehension o a la produccién de una representacion
semidtica y postula que para que un sistema semiotico pueda ser un registro de
representacion debe permitir las tres actividades cognoscitivas fundamentales ligadas a la

semiosis: a saber:



1) Formacién de una representacion identificable como una representacion de un

registro dado

2) Tratamiento de la representacion esto es, la transformacion de la representacion
realizada en el mismo registro en que ha sido formulada. El tratamiento es una

transformacion interna a un registro.

3) Conversion de la representacién es la transformacion de la representacion en una
representacion de otro registro, conservando la totalidad o una parte solamente del
contenido de la representacion inicial.

La conversion es una transformacion externa a un registro. La conversion no debe ser

confundida con la codificacién que seria una especie de representacion “puntual” que no

tendria en cuenta al contenido representado.

UN REGISTRO DE REPRESENTACION SEMIOTICA DE DUVAL PARA ALGUNOS

CONTENIDOS TRIGONOMETRICOS

En el trabajo de investigacion aqui expuesto se muestra que un nuevo registro para algunos
contenidos trigonométricos de la educacion media basica y media superior, desarrollado a
partir de 1990 por el autor, constituyen un registro de representacion semidtica ya que

satisface o permite las tres operaciones cognoscitiva basicas ligadas a la semiosis, a saber:

1) Constituye una representacion de un registro dado



2)

3)

Esta representacion tiene asociada una transformacion interna, esto es un tratamiento al
interior del mismo registro donde ha sido formulada
Existen conversiones o transformaciones exteriores al registro original, entre la

representacion y las representaciones usuales de la Trigonometria tradicional.

1) LA REPRESENTACION

El registro de representacion semiotica para los contenidos de la trigonometria elemental

que aqui se presenta estd basado en definir las razones trigonométricas elementales en un

triangulo rectangulo inscrito en un semicirculo de didmetro unitario y a partir del mismo se

ha constituido una figura que ha sido construida en la forma siguiente:

1)

2)

3)

4)

5)

Se dibuja un semicirculo de didmetro AB unitario

Se inscribe un triangulo rectangulo arbitrario ABC en el semicirculo anterior

Se levantan dos rectas perpendiculares a AB a través de los extremos del didmetro del

semicirculo

Se prolonga el segmento AC hasta que intersecte en el punto D a una de las

perpendiculares a AB

Se prolonga el segmento BC hasta que intersecte en el punto E a la otra perpendicular.



6) En la figura anterior denominaremos “dngulo X" al angulo BAC

Puede probarse facilmente que la figura asi construida determina 5 triangulos rectangulos

que son todos semejantes entre si, y también puede demostrarse facilmente que en dicha

construccion:
BC= sen X
AC = cos X
BD = tan X
AE = cot X
BE = csc X
AC= sec X

Puede constatarse facilmente que este registro de representacion semiodtica es diferente a los
tradicionalmente utilizados en la didactica de la trigonometria y permite visualizar
facilmente las razones trigonométricas y desarrollar recursos de caracter mnémico para la
memorizaciéon de algunos resultados: por ejemplo el seno y la tangente se encuentran
“enfrentados” al coseno y a la cotangente; el “segmento seno” prolongado adecuadamente
es el “segmento cosecante”; el “segmento coseno” prolongado adecuadamente es el
“segmento secante”.

El registro de representacion semidtica que tradicionalmente se ha utilizado para la
trigonometria elemental en la escuela secundaria (le llamaremos “registro 1) define las

mismas razones en triangulos rectangulos aislados o discretos. Esta representacion facilita



el tratamiento de problemas donde se enfatizan los significados de estas nociones como
razones entre longitudes.

El registro de representacion semidtica que tradicionalmente se ha utilizado para la
trigonometria elemental en la escuela preparatoria (las funciones en un circulo
trigonométrico de radio unitario) define las mismas funciones en términos de los tridngulos
que resultan al considerar las coordenadas de un punto que se mueve de manera continua
(Ie llamaremos “registro 2). Consecuentemente puede pensarse que esta representacion
facilita el tratamiento de problemas donde se enfaticen los significados de estas nociones
como funciones, esto es por ejemplo, la continuidad y la periodicidad.

Puede constatarse que el registro de representacion semiotica que aqui se plantea (le
llamaremos “registro 2”’) combina las “propiedades” de ambos tipos de representacion y
establece por tanto conexiones entre los significados de las nociones trigonométricas como
razones o como funciones.

Con respecto a lo anterior puede agregarse que aunque al parecer no existe diferencia
aparente significativa entre ambos tipos de registros de representacion semidtica, aqui se
piensa que una diferencia tan aparentemente sutil como la indicada, conduce sin embargo a
que la comprension del invariante matematico tras ambos tipos de registros, a saber, las
nociones de sen x, cos X, tan x, etc. se facilite, si se conocen mas tipos de registros de

representacion semiotica.

2) EL TRATAMIENTO



Las transformaciones al interior del mismo registro de representacion permiten realizar un
novedoso tratamiento alternativo para algunos contenidos de la trigonometria tradicional, a

la fecha se han disefiado “tratamientos” para las siguientes nociones:

e La representacion de las funciones trigonométricas como segmentos (5,6,7,12 en la

bibliografia)

e La equivalencia logica entre proposiciones logicas de tipo trigonométrico y

proposiciones logicas de tipo geométrico.(6,7 en la bibliografia)

e La visualizacion de objetos trigonométricos (5,6,7,10,12 en la bibliografia)

e El estudio de la variacion de los valores de las funciones trigonométricas a medida que

cambia la magnitud del angulo x (5,6,7,10,12 en la bibliografia)

e El calculo de valores de funciones de angulos de 30, 45 y 60 se facilita y sistematiza, no
requerira de la invencion de triangulos especiales, una misma figura podra ser utilizada

para el calculo de todos ellos (5,6,7,12 en la bibliografia)

e Posibilita la visualizacion de los valores asociados a otros angulos tales como los de
cero y noventa grados. Lo anterior no puede hacerse en el registro de representacion

semiotica que tradicionalmente se ha utilizado. (5,6,7,10,12 en la bibliografia)



e La continuidad de las funciones trigonométricas para angulos menores de 90 grados

(10,12 en la bibliografia)

e Las razones trigonométricas como funciones de un angulo X (5,6,7,10,12 en la

bibliografia).

e Las razones trigonométricas como funciones de valor y variable reales, esto es, la figura
permite visualizar que a la longitud de un cierto arco expresada en numeros reales, le
corresponde la longitud de un segmento expresado también en numeros reales.(10,12 en

la bibliografia).

e La representacion de las identidades trigonométricas como relaciones (invariantes)

entre segmentos. ( 8 en la bibliografia)

e Maneras geométricas de construir identidades trigonométricas (8 en la bibliografia)

e Representacion de ecuaciones trigonométricas como comparacion entre longitudes de

segmentos de longitud variable. (9 en la bibliografia)

Resulta conveniente el mencionar aqui, que la figura basica que origina la formacién del
nuevo registro de representacion semiotica aqui propuesto es facilmente construible con los
softwares de geometria dindmica por ejemplo con los denominados “Geometer’s sketch

pad” o “Cabri- Geometre II”, en particular la figura elemental bésica elemental se utilizd



para el disefio de un aparato virtual que se present6 en algunos Congresos de investigacion

educativa.

3) LA CONVERSION

La conversion entre los tipos de registros es de cardcter elemental, Unicamente
ejemplificamos lo que debe hacerse para pasar del registro 1 al registro 3.
Sea un tridngulo rectangulo de catetos a, b e hipotenusa c en el registro 1.
1) Multipliquense las tres longitudes a, b, ¢ por 1/c esto generard un tridngulo
rectangulo semejante al primero con longitudes a/c, b/c, 1
2) Inscribase el nuevo triangulo en un circulo. Si se considera solo al semicirculo, esto
completa el paso del registro 1 al registro 3. La representacion conversa, el paso del

registro 3 al 1 es trivial.

Resulta facil verificar que varios otros de los resultados obtenidos con el tratamiento al
interior del registro aqui provisto tienen una correspondiente conversion en los registros de
representacion correspondientes a la trigonometria tradicional, debe sefnalarse sin embargo

que el algunos casos la conversion no resulta inmediata.



COMPARACION DE ALGUNAS SITUACIONES EN AMBOS REGISTROS

Para sistematizar y simplificar en alguna manera el estudio de las diferencias y
posibilidades de conversion entre ambos tipos de registros de representacion semidtica, se

hacen a continuacion, breves comparaciones esquematicas entre los registros 1,2 y 3.

Sin embargo también resulta necesario sefalar que algunos resultados provistos por el
tratamiento al interior del nuevo registro no tienen una correspondiente conversion al
interior de los registros de la trigonometria tradicional, por ejemplo, aquellos donde se
muestra el cardcter funcional asociado a las razones trigonométricas. Esto ya ha sido

sefalado en la teoria correspondiente.

Entonces, como ya se dijo, se da el caso de que cada registro enfatiza mas adecuadamente
alguna propiedad o significado de la nocidon en cuestion, asi el registro 1 enfatiza el
significado de razon entre magnitudes de segmentos y el registro 3 combina los

significados de los registros 1 y 2.

Con respecto a la “gradacion curricular de los contenidos escolares” puede establecerse que
en los registros correspondientes a la trigonometria tradicional en secundaria, las razones
como segmentos usualmente (salvo casos particulares especiales) no aparecen, y solo
surgen cuando se generalizan las definiciones basicas a angulos de cualquier magnitud
utilizando para ello un circulo de radio unitario y las representaciones de puntos por sus

coordenadas cartesianas. o rectangulares.



En el registro de representacion semidtica que proponemos las razones como segmentos
pueden estudiarse desde secundaria y no requieren de representaciones de puntos por sus

coordenadas Cartesianas.

Otro caso similar se tiene cuando se aborda la representacion analitica o Cartesiana de las

ecuaciones trigonométricas que suele ser una cuestion abstracta y dificultosa.

El registro aqui presentado resulta auto- contenido o suficiente en el sentido de que no se
necesita mayor grado de ‘“avance curricular” para introducir las nociones antes

mencionadas.

El registro 1 de representacion semiodtica tradicional sdlo admite la representacion funcional
analitica cuando se expresa en términos de las coordenadas de un punto que gira en un

circulo, esto es, en el registro 2.

Dado que el registro 3 enfatiza el enfoque geométrico, permite asimismo que el tratamiento
asociado a la Trigonometria admita nuevas demostraciones con tal cardcter. Permite
asimismo nuevas conceptualizaciones para algunos objetos trigonométricos, por ejemplo,
las identidades trigonométricas pueden visualizarse como los “invariantes” de una cierta
“teselacion movil” con respecto a la variacion del angulo que hemos denominado X.

La “teselacion movil” a que aqui se alude puede construirse por ejemplo con Cabri II
prolongando la figura aqui propuesta y agregando los nuevos tridngulos rectangulos que

van surgiendo hasta llenar el plano.



Finalmente y considerando que los propdsitos centrales de este escrito se han conseguido

ya que consistian en::

a) Indicar el camino hacia otra linea de investigacion que puede seguirse a partir de este

trabajo, y,

b) b) demostrar que el registro trigonométrico aqui presentado constituye un registro de
representacion semidtica de Duval, ya que satisface las operaciones cognitivas bésicas

que se han postulado para tales registros,

Entonces no se ha considerado pertinente el profundizar en los resultados sefialados en los

parrafos precedentes que seran objeto de estudio posterior.
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